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�	�� 	��$�	�	� �	�	 �� ���	�� ����� �� ������	�( +���	���� ������� ����	 
��	 	���	 ��� ��	��*	'
��� ��� #�	���� �&����	��	� �� 3��� ������	���� ��� ����	��� �� �������	� ��	 ����	 �%����	
�	�	 ��3��� ����� �� ������	� ��������� �	� �������	������ �	�	 3���	� �������� ������	��� ��
������ �� ����������(

E�� � ���#������ �� ����	����� �� ����� �� �����	���  ����
������ !��/ ' ����������
	������� ��������"� ������ ������� ���	�	�'�� �	�	 � �
����� �	 ��������� �� ������	� ��'
���	��� ��� ���� ����	������ ��	 �* $�� �� ������ �� 	��	*��	������ ��� 	�������	 ��	
����	 3	��	��� ����	��	 � ��������( ����� 	����� � $�� �� �����	 ��� ������� ����	 
��	 % ��	
����	 �������� �� ������� ������	� ��������� ��� ���� ����	������ �� �	����	 	 �&�#�� � �����
����� ������	����	� �������( E�� ���� �38����� ��	� �%����	� ����� ��� ���	�	�� 	 �%����	
������ ��	������	� � 8
 3	��	��� �&����	�	 � ����#	�	 �����	������ KHL� � 	 �%����	 ������ �	��
������� � 	���	 ����� ����#	�	� ��	 �* $�� ���� ������� 	�% ����� ��	� 	���	� ��J����� KDL(
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� ����	 �	�� 	��$�	�	 �� ������� ������� ��� % �����*	���'�� �%����� ����	����� �� $�	��
������� ���� ����	��� ����	����	� 	 ���������	��� �� �� ���� �� ���3	3����	��� π ���� #�'
�	��� ����������	� Q !�������	�	 ������������� ���������������"( � �38���� �������	� �����
��	3	��� % �����	� �� ���	���� 	 �%����	 ����� �� ���������	��� ����'��������� � ���	� �	 ��
'
���	 � ��� 3�� ���������� �	 ��������� �� ������	�( ��%� ������ 	 �����	 $�� �	�	 �	���
�� 	�#������ ����	 �%����	 ��8	 �������	����� ��������	� ��� �����3���	� � �������	� 	�#��	�
�����*	�,��� ��������	��� �	��� �	 �����	 ���� �	 ��
���	 � #	��� �� ���������� $�� �	�	
�����*	��� ������	��	(

E��� �� �38���� ������
���� �	� �	�3%� 3	��	��� ������	��� �	�	 	 ������� ��� �������
����	 
��	� ��������'�� �&������ 	 �%����	 ����� ��� � ������� �� ������� ��� 	���	� �������
��� �	&	� �&�����	����� �����	����� �	� �	�3%� ������	� $�� 	��������� �����	#��� ���'
����� �	&	� �������	��( �� �	��� ���� ����	 ����	����	� �	�	 $�� 	 �%����	 ����� ��8	 ����������	
#��3	������ ���� ��	 3�	 	�����	��	 �	�	 ��������� �� ������� ���� ��	 �* $�� 	 �	����	
��� ������	� ��$����� �	&	� �������	�� �� ��	� �����	#���(

 ���� 	� ��	� ����� ������� ���
 ������� �������� ������ 	 �%����	 ����� � �	3�� � $�	���
���	 �%����	 ��	������ ������3���
 �	�	 	 ������� �	 ��������� �� ������	�� ��� 	���	� �	 ���'
��	� �	� �	�3%� �	 ��
���	 	��	%� �� �&������ �� ������� ���(

��� ������� �
 �
����

 ��� ��	3	��� % ����	�� ��� ����� �	������� ��������� ���	 ���������� � 	� ��������	�,��
��	��( � ������ % ������� 3	���	����� �� ���� �	���� �������	��� �� ��������� 3
������ 	 �%����	
����� �	 �����	 � 	 	�
���� �� ���������� ����	 �%����	(

/� E	������ 2 ��� 	�������	��� ����� �� ��������� 3
����� ������
���� �	�	 � �������� ��'
���������� �� ������ $�� ��#��( 4����	������ % �������� � ����	����� �� ����� �� �����	���
 ����
������� ��#���� ���	 �&����	��� �� ���� % ��	��*	�	 	 ��������� �� ������� ��� � �	�3%�
�������� �� ��������� )	�0��	�� �	� ���( �� ��	�� � �	������ 2 	���	 	�������	 	 ��	������	�
�%����	 �� ���������	��� ����'���������� ��������	 ���� ������ 	 $�	� % 	��	������ � �	�M��'
��� �� ����	�	��� �	�	 $�	�$��� ��	 �%����	 ����	 
��	(

� E	������ 3 	�������	 �� ���	���� 	 �%����	 ������ 	 $�	� % � ���	 �������	� ����� ������(
/	� �
#��	� ����� �	������ % ������� �������� ���� ���	 �%����	 ��	��*	 	 ���������	��� ����'
���������� �	��	��� ��� �	�	 ��	�	 ����� ��������� ���������� 	���� � �������� �� @	��� /���	�
F���
��� ������� $�� % 	 �������	� ���	��� �	 �%����	 �����(

/� �	������ ��#������ � E	������ 4� % 	�������	�	 ��	 	�
���� ���%���	 �� ���������� �	
�%����	 ������ ����	�	���'	 �����	������ ��� � ���������� �	 �%����	 �����(  ��	 	�
����
% ������	 �� ��	� �	����� ��	 �	��� ��J���	� �� $�� % �����	�� � ����� ������	����	� �	�	
	�3	� 	� �%����	� 	��	%� �	� �J����	� �� ����� ������	����	�� � ��	 �	��� ��
���	� 	 $�	�
	�������	 ������	��� ��
����� �	 ���������	��� �	 �%����	 ������ ��������� ���J��	 � �����
������
���� �	�	 	 �&������ �� 	�#��� �&������ �� ������� ���(
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��� �	 �%����	 ����� �	�	 ��������� �� ������� ���� ��������	��� 	���� 	 ��	 ��	� ������3�����
�	�	 	 
��	 �� 		��	��� �� ���������� �� ������	�� 3�� ���� �� �������� ��	3	���� �������
���	����	��� 	 ���� ������(
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/���� �	������ ��� 	�������	��� 	�#��� ��������� 3
����� ������	���� �	�	 � ������������ ��
��	3	��� ����������( +������	������ � ����	����� ����� �� �����	���  ����
������ % ��������
�� ����	 	 ����	����� �� ���� �������	�� ���������� � ��� ����J���� � ���� % ��	��*	�	 	 ������� ��
������	� ����� ����	�����(  � ��#���	� % 	�������	�� � �%���� ������ ��	 �%����	 ��	������	�
�����*	�	 �	�	 ��������� �� ������	� �����	��� 	��	%� �� ����	����� ���(  ���� ��������� ���
������	���� �	�	 �	�����	� 	 ����������� �	 �%����	 ������ 	 $�	� % � ���� ����� ��	3	���(

��� ����� �� �������
� ���
������
�

����� �� �����	���  ����
������ !���" % �� ����	������ 3	��	�� �� E	���	� �� )	�0�
K79� 7CL� �	�	 �����	#�� �� ������	�( ��� ���#������ ������� ��� 	��� H: ��� +�	��	� K7<� 7=L(
� ��%�	 �����	� ����� ����	����� % �����	� �� ������	 	��	%� �� ������� ��3������	�� ��	�	'
��� �� 	����	���� $�� ����� �� ��� �����	#�� ����� ��( ���	%� �� ��� �� ��� 	 �����	#��
�� 	�������	 �	�� ����	��	 � �����	�� ����	���'�� ����� ��������	��� �� ������	� ��� #�	����
���	��� �� ���	���(

� #�	��� ��������	 � �������	� 	��	#�� �� ����� �� �����	���  ����
������ !���" ��
���	��� 	 E	���	� �� )	�0� % �&	�	����� 	 �����	��*	���� ���� ���	 ������� ��	 ����	 �	��
�������� �� 	��	*��	����� ��� �	��� �� ������	� ���	��� �� ������ �	��� 	 �&������ �� ���	��
�� ���	��� K7AL� 	�#� ����� ����� �� E	���	� �� )	�0�( ����	 ����	� % ������� �������	�
�����,�� �	�	 ������	� �	������ ��� #�	��� $�	����	�� �� �	���(

N ��������	��� ����	��	� $�� ���	 ��� ���� ��� ���������	�	 ��� �� ����� 	����	�� ����'
�
������ � $�	� ����%� ����� �� ���	��� �������� �� ������	(  ��� ����� 	����	�� �����������
O E	���	 �� )	�0� �$��	����� 	� ������ ���( >�#�� ���� ����	����� % �	�	* �� �	���� �
����� �� �����	#�� $�� �� ����	 ��� 	 �����*	��� �� E	���	� �� )	�0�(

� ��#���� ��� 	�������	��� �	�	 �� ��� ��������� ���	����	��� O� ��� � 	���	 ��	 3��� ��'
�������� ��� �%����� ���%����� �	�� �����*	��� �	� �����,�� ���	����
��	� � ��	������� �	� ���(
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4�	#��� �� ������	 ��� �� ���8���� ����� �� ���	��� � ����	� ��	����,�� ����� ����� ���� �
������	 �	��	 �� �� ���	�� �	�	 ����� ��� ���� �� ������(  ��	 % ��	 �������� ��������	�	
�� �� 	����	�� �����
�����(

� ������	 ���� �������	�'�� �� $�	�$��� �� �� ���� ���	���� �� $�	�� �������*	� 	� ������	'
�,�� ���	��	� O� ����	�	� 	��������� � ������	� 	���	 �� �������� �������	������ �� ������	
��	��� �	� ����	�	� ��#������ K7:L(

� �������	��� �� �����
������ 	���3���	 	 ����� 	����	��� �
'�� ���	 �	*�� �� ����� ���
��	�	�� ���� ��	 	��
�� 	��	�J��	� 	 $�	� �3����� ��	 ������3����� �&�������	� �	 ���	�	 ��
����� �������	� �� #���%����	 �� �	�� �� ���	�	 �� ����� �������	( /���� ������ �����*	'�� 	
���	�	 �� ����� �������	(

����� .���
� /
���� � 0�
����

 &����� ��	� ����	� �� �3���	� ���	��� �� �� ������ ���( F�	 ����	 % �3���	� �
���	�� �������	� �� �	�	 	����	�� ����������� 	� ������� ��	�	�� ���� �� ���	�� ���	�( ��'
��	� % ��������	� 	 ���3��	��� ��� ���	��� �� ����� �� 	����	��� �������� �� ������� � $�	�
�������	'�� �� ���	�� #��3	� �� ������	( +���	���� 	 ���	��	 �� ���	�� �� $�	�$��� 	����	��
�� ������� ������	��	����� 	�	����	�
 �	 ���	��	 �� ���	�� #��3	� �� ������	(

�� ���	��	� �� ���	��� ���	�� ��� 	����	��� ������� 	��	%� �� ��	����,��� $�� ��� ��	 �*
��� ����	�	�	� ���	 ���������	 �� ������ 	� ���#� �� �����( E	�	 ��	������ ��� ��� 	� �����
�� ����� 	�����	�� 	 ��	� ������� ���� ��� �� ����� ���	� �� ��������*	���(

����" .1���
� /
���� � 2����
��3�����

+���'�� ������ �� ����� ���� ��	 	��� ����	��� $�� ������	 � ���	�� #��3	� �� ������	(
�� ������ ����� �����	����� 	�����	��� O� ��	����,�� �� ������� ���� %� ������ $�� �� �����
������� ��	 �� �	�� ��	����,�� ��� ��	��*	�	�(

 � ���� �� ������ ����� ��� �� ���� ������ ���	�� �� ��������*	����(  ����� ���	�� ���
	$����� $�� ������	� � ���	�� ���	� �� �� ����� 	����	�� ��� ���������� �� ���	�� ���	� ���
���	�� 	����	��� �� ������(  ���� ������ ��� ����	������ �����*	��� $�	��� �� $��� �����	�
�������	������ ������������� ����� 	����	���(

+�� ����� �	��� % ������� �����	� ����������� ����� ���� �� �	�� 	����	��� 	��	%� ��
������ ��������*	����(  ���� ������ ����	�	� ��	����,�� �� �	�� �� �� 	����	��� �����'
�	��� 	���� �� ���	��� ���	�� ��� 	����	��� ��������(

5��� ������ ��� �	�	 ���	� �������� ��� 	�������	� ��	 �	3��	 �� ������(  ��	 �	3��	
����%� �� ��������	����� ��� ������� 	� �	&	� �� ���������	� � 	���	 � ���� �� �	�	 �����
����������� 	� ������( ���'�� �������	� ���	 �	3��	 �	�	 ������#��� �� ������ ���	�� ��� ���'
�����*	����� ��	 �* $�� 	 ���������	��� #�
��	 ��� 	�������	 �	� ������	���(



�
	
 ���� �� ��������� ������������ 9A

� @�#��	 9(7 	�������	 �� ������ ��� ����	�� ��� ���� 	����	��� ��� ���� ������ ���	��
� �� ����� ��������*	���� ���� ���� ��� �3���	�� �	 5	3��	 9(7(

A(1)

e1

e2

e4

e3

1(1)

1(2)

2(1)

0(2)

0(1)

e3

A(2)

@�#��	 9(7P )����� ��� ��� 9 	����	��� ��� ����� ��������*	���

 ���� 5	&	 �� ���������	 5���
e1 τ1 >��	�
e2 τ2 >��	�
e3 τ3 ��������*	���
e4 τ4 >��	�

5	3��	 9(7P 5	&	 �� ���������	 � ���� ��� ������ �� ������ ��� 	�������	�� �	 @�#��	 9(7(

/���� �&������ � 	����	�� A(1) ������ ���� ���	��� 0(1)� 1(1) � 2(1)� ��$�	��� $�� � 	����	��
A(2) �� ������ ������ 	���	� ���� ���	��� 0(2) � 1(2)( � ������ 	�������	 	���	 $�	��� �������
����� ���� ������ ���	�� !e1� e2 � e4" � �� ��������*	��� !e3"( Q�	��� � ����� ��������*	���
!e3" ������� � 	����	�� A(1) �	��	 �� ���	�� ���	� 2(1) �	�	 0(1) 	� ����� �	��� $�� � 	����	��
A(2) �	� �� ���	�� 0(2) � 	� �	�	 � ���	�� 1(2)(

����& #�4�� � 5�
��������� %����
����

5��� ����� �� �� ������ ��� ��� ��� 	�����	�� 	 �� ��	 �	&	 �� ���������	 � ��	 ���'
3	3����	�� �� ���	���( 5	��� 	 �	&	 �� ���������	 ���� 	 ���3	3����	�� �� ���	��� ����� ���
������	� ���� 	����� �����	���� �� 	����� �������	��( Q�	��� 	� �	&	� �R�� ���3	3����	���
��� ������	� ���� 	����� �������	��� ���	� ��� ����� ���	� �	&	� �R�� ���3	3����	��� �������	��(
/���� �	��� �� 	����� 	�������� ��� ���	� �	&	� � ���3	3����	��� �������� ��� ���	��� ���	��
��� ���	�� 	����	��� �� ������(

� �����*	��� �� �	&	� � ���3	3����	��� �������	�� ����������	 ��	 ��#���	 �����3����	�� ��
�����	��� ����� 	����	��� ��� ������� ���� 	 ����	 �����3����	�� % 	 �����*	��� �� ������
��������*	����� ���� ���� 	������������( �� ����,�� 	�����	�	� ��� 	� �	&	� �R�� ���3	3����	'

�� ��������	
 �� ���� � ��
����������� �����
���� �	
 ���� �������� �
� �����
� �
���� � �
��� ��� ����������
�
� �����
� �����
�������� ��������� �
�
 �
� �����
� �
�����
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��� �������� 	���3��� 	 �� ����� ����� ���������� 	����� �������� � ���	�� #��3	� �� ������	(

A(1)

e1

e2

e4

e5

e4(π1)e4(π2)
e3

0(1)

1(1)

0(2)

1(2)

2(1)

A(2)

@�#��	 9(9P )����� ��� ��� ���� 	����	���� �� ����� ��������*	��� � ��	 �	&	 �������	�

 ���� 5	&	 �� ���������	 5���
e1 τ1 >��	�
e2 τ2 >��	�
e3 τ3 >��	�
e4 τ4 ��������*	���
e5 f1 >��	�

5	3��	 9(9P 5	&	 �� ���������	 ��� ������ �� ������ ��� 	�������	�� �	 @�#��	 9(9(

� @�#��	 9(9 	�������	 �� �&����� �� ������ ��� ��� 9 	����	���� � �������� ��� <
���	��� � � ��#���� ��� 9 ���	���( /���� �&������ ����'�� �3���	� �� 	����	�� A(1) 	 ���'
��*	��� �� ���3	3����	��� �	�	 	� ���������� ��	����,�� �� ����� ��������*	��� e4( ��%� ������
	�	���	��� 	 5	3��	 9(9� ���	'�� $�� � ����� e5 �� 	����	�� A(2) ������ ��	 ������ f1 	�����'
	�	 	 ��	 �	&	 �� ���������	( ����	 ����	� 	 �	&	 �� ���������	 ����� ����� ���
 ��������	�	
���	 ������ f1(

� ������ f1 ��� ��	 �* % ������	 ���P

f1 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

λ1 �� 	����	�� A(1) ���
 �� ���	�� 0(1);
0 �� 	����	�� A(1) ���
 �� ���	�� 1(1);
λ2 �� 	����	�� A(1) ���
 �� ���	�� 2(1);

4��� ��#����	 $�� 	 ��	������ �� ���	�� 0(2) �	�	 � ���	�� 1(2) ������ ��� ��	 �	&	 �� ����'
�����	 λ1� �	�� � 	����	�� A(1) ����8	 �� ���	�� 0(1)� ������ ��� ��	 �	&	 λ2� �	�� � 	����	��
A(1) ����8	 �� ���	�� 2(1)� � ��� ������ �	�� � 	����	�� A(1) ����8	 �� ���	�� 1(1)(

����' %���	
 � (�����������

@����� �� 	���#�3����	�� �	�	 �	�� % �� $�� ��	 ������ 3����	�	 $�� ��������	 �� ���	���
	���#���� �� �� ������ ���(  ��	 ������ ��� ��� �����*	�	 ������ $�� ��� ��������	�� $�� ��



�
�
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�� �	�� ���	��� �� ������	 ����	 ����� 	��	��	���( +�� ����� �	��� 	 ������ �� 	���#�3����	��
��� 	������ � 	��� 1 �	�� ����� �� ���	��� �� ������ ��� ��8	� 	���#����(

E�������	��� 	 @�#��	 9(7 ������� ������ ��� �&������ $�� � 	����	�� A(1) ��� ���� ��
�������	� �� ���	�� 2(1) �� � 	����	�� A(2) ������ �� ���	�� 1(2)� � ���'���	(

+	�	 ���� ���'�� ������ 	 ��#����� ������ �� 	���#�3����	���P

reachability = ! ((st A(1) == 2(1)) && (st A(2) == 1(2)));

����	 ����	� �� �������� ���	��� #��3	�� ����	 ��� ����	�P 0(1)0(2)� 0(1)1(2)� 1(1)0(2)� 1(1)1(2)

� 2(1)0(2)(

����6 %���*�� � ��������	


�� ����,�� �� ����#�	��� ����� ��� ������	� �� $�	�$��� ������ ���( � �������	 ����	�
����,�� % �3��� 	 ���3	3����	�� �� ������ �������	�'�� �� �� ��������	�� ���	��(

�� ����,�� �� ����#�	���� ����� ��� ������	� �� ����	 	 		��	��� 	 ���3	3����	�� �� ������
���	� �� �� ���8���� �� ���	���� ������� �3��� 	���� ������� �� ���������� � ����	3����	��
�� ������( � 		��	��� ����	� ����,�� % ��	��*	�	 ��3�� � ����� 
� ��� � ���
�
�� $�� ����%�
	 ���3	3����	�� �� ������ �� �������	� �� �	�	 �� �� ���� �������� ���	���( +�� �&������
��������	��� 	 ��� 	�������	�	 �	 @�#��	 9(9� 	 ������ �� ����#�	��� f � ������	 	3	�&��
		��	��	 	 ���3	3����	�� �� 	����	�� A(1) ���	� �� ���	�� 2(1)P

f = (st A(1) == 2(1))

��� �
����
 ������
���� ��� ���

����� 7$�

� )��$���
� �������1
�

 &����� 	�#��� �%����� ����	���� $�� ����� ��� 	����	��� O ��������� �	� ���� ����� ������
����	�	'��P � �%���� �� �������� ?)� � � � �%���� �	 +������	 ���������	��� �	 ����	����	
���� K7L( /����� �%������ 	 ����	��� 3
���	 % 	 ���������	��� �� �� ���� �� ���3	3����	���
��� ��	 �	���*� �� ��8	� 	 �	�	 ����	��� % #��	�	 ��	 ��$S����	 π(k) �� 	����� 	���&��	���
�� ���� �� ���3	3����	��� ���	����
��	� $�� ���� �����#�� �	�	 	 ������� π( >�#� � ������
�� ����	�,�� ����	'�� �� �	��� ����	��� �	 �����	��� �� ����� ���	� �� 	����	��� ������ �%�����(

� )%���� �	 +������	 �� ������	� ���
 � ���� �� ������ ����	�	��� ����� ��	3	���� ��	
�* $�� ����� �����	��� 	�#������� �� ��������� �� ��� $�� �� �����*	� ����� �%����( 5����
�� ��������� ����� ����	 ����� ����� ��� �������	��� ��� �	����� ���	���� �� KB� 77� 7CL(

�� ����	
 �� �������������� ������� � ����� �
���	
 �� ��������� �� ��
������	
 ��
��� ����� �
��� ��� �� ������� �� ��������������� �� ������� �� ��������	
 ����� ��
 �� ������ �� ���������

�� ��
������	
 ��
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� �&	�'� '� %�	()�*� �
�'*�*�)�+

� ��������� 3
���� ����� �%���� %� 	��	%� �	 ���������	��� �� �� ���� �� ���3	3����	��� π(0)

��� ��	 �	���* �� ���3	3����	��� P � �3��� � ���� ������� �� 	���'���� π� ���� �� ��������	����
$�� 	 �	���* P ���	�
 ���	�	 �� ∞� �� ��8	� π = π(0) P∞( /���	������� 	� �����,�� ���
�%����� ����	����� ���� % � �	�� �� �%���� �	 +������	� ��� �3���	� 	��	%� �� 	���&��	�,��
�����	����� ���� ��	 ������� % ��������	�	 �	����	�J��	 ������� �� �3����� 	 	�#�� ����%��� ��
�����M���	 ���	3�������(  ��� ����%��� ���� ��� �3���	�� 	��	%� �	 ��������	 ����� 	� ����	�,��
	��������� � 	 	��	� ����	���( ����	 ����	� 	 ������� �����	�	 % π(n)� � �	�	 �	3����� ��� 	���
% ������
��� �������� � 	��� �� π(n−1)� � 	���� �������	������ ���� 	 ��#���P

π(1) = π(0) P

π(2) = π(1) P

π(3) = π(2) P

...

π(n) = π(n−1) P

+���	���� �	�	 � �
����� �� ���� �� ���3	3����	��� ���	����
��	� π(n)� ��������	'�� � ��$���	
����	��� �������� #������	����� ��� π(n) = π(n−1) P ( /� M�3��� �	 ���������	��� ����'
��������� ������
��	 �	�	 ������� �� ������� ���� ��������	'�� P ��	 �	�	 �	���* �� ��	������
Q� $�� ��� ���	� ����	��*	�	 !	$�� ���������	�	 ���� Q

Δ"� ���	�	 	 ��	 �	���* �������	��
I( ��%� ������ π(0) ���� ��� �� ���� �� ���3	3����	��� �����	������ �$�����
��� �� �� ����
�����	��*	�� ��� ���3	3����	��� ��%'������	� ��#���� 	�#�� ����%���( � ������� $�� 3���	���
����� �	�� % �� ���� �� ���3	3����	��� ����	��*	��� ���� 	 ���	 �� ���� ��������� % �#�	� 	
1( >�#�� � ������	 ����	� 	 ������� %P

π

(
Q

Δ
+ I

)
= 0

E�������	��� $�� �� ��������� ��� % �� #��	��� ����������	� �	�� ��� (Q
Δ + I)� 	 �������

���	����
��	 �� ��	 ��� % ������������ 	 ��������� ����� ������	 ����	�( /���� �	��� ���
�	���*�� �� ��	������� ��	��*	'�� � ��#����� ��$���	 �� ����	�,��P

π(n) = π(n−1)

(
Q

Δ
+ I

)
!9(7"

/���� ��$���	 �� ����	�,�� ��������	�� �	  $�	��� 9(7� ���'�� � ����� (Q
Δ + I) $�� ��'

�������	 ��	 �	���* �� ���3	3����	�� !�������	�	 �	���* P 	������������"( >�#�� � ��$���	
����	��� ���� ��� ���������	�� ���P
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π(1) = π(0)

(
Q

Δ
+ I

)

π(2) = π(1)

(
Q

Δ
+ I

)

π(3) = π(2)

(
Q

Δ
+ I

)
. . .

π(n) = π(n−1)

(
Q

Δ
+ I

)

/��� $�� � ��$���	 ����	��� ���� �	�3%� ��� �������� ����P

π(n) = π(n−1) I + π(n−1) Q

Δ
!9(9"

�� � !�����
 "�#
	���
 ��� ���

+	�	 �������� � ��������� )	�0��	�� �	� ���� �������	����� % ������
��� ����������� �
�������� �� �	���* �� ��	������ �� �� 	����	�� �����
�����(

� �	���* �� ��	������ �� �� 	����	�� �����
����� �	�	 �	�� % $�� ��	 ���������	��� �	'
�����	� �	� �������� ����	� �� ���	��� �� 	����	��� ��	���'�� �� ����	 �	�3%� 	� �	&	� �	�
��	����,��(

+	�	 �������� ���� ����'�� �3��� 	 �	���* �� ��	������ �������������� 	 �� ��������	��
	����	�� �����
������ ������������ 	 �	���	 �� )	�0� �������	 �	 @�#��	 9(<( � �	���* ��
��	������ Q ����	 �	���	 �� )	�0� % ��	 �	���* $�	��	�	 �� ����� nQ �#�	� 	� ������ ��
���	��� ������������ 	 ���	 �	���	� ����� �	��� nQ = 4 !���	��� A� B� C � D ��������	�����"(

A B

C D

τ1

τ2 τ3

τ4

τ5

@�#��	 9(<P  &����� �� �	���	 �� )	�0�

E	�	 ����	 � �	�	 �����	 �	 �	���* �� ��	������ Q % 	�����	�	 	 �� ���	�� �	 �	���	 ��
)	�0� ��#���� 	 ����� ��&���#�
��	 ��� ������( >�#�� ��������	��� � �&����� �	��� 	
�������	 ����	 � 	 �������	 �����	 �� Q ������������ 	� ���	�� A� 	 ��#���	 ����	 � 	 ��#���	
�����	 ������������ 	� ���	�� B� 	���� ���� 	 �������	 ����	 � 	 �������	 �����	 ������������
	� ���	�� C� � 	 $�	��	 ����	 � $�	��	 �����	 	� ���	�� D( ����� 	����� 	 �	���* �� ��	������
Q �������������� O �	���	 �� )	�0� ���������	�	 ���	 @�#��	 9(< %P
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Q =

⎛
⎜⎜⎝

−τ1 τ1 0 0
0 −τ2 τ2 0
τ5 0 −(τ4 + τ5) τ4

0 τ3 0 −(τ3)

⎞
⎟⎟⎠

�� ��������� qij �� ��	 �	���* Q ������������ 	� �	&	� �� ����	�� �	� ��	����,�� �� 	���'
�	�� �����
����� $�� �� ���
 ����� ���������	���� ��������	��� � ���	�� 	�����	�� O ����	 i
���� � ���	�� �� �	����	 �	 ��	������ � � ���	�� 	�����	�� O �����	 j � ���	�� �� ���#	�	 ����	
����	 ��	������( ����	 ����	� �3�%�'�� �� ��������� ���'��	#��	�� �	 �	���* Q� �� ���������
�	 ��	#��	� �������	� ����	 �	���* ��� �������� �� ����	 	 ��� ���	 	 ���	 ��� ��������� ��
�	�	 ��	 �	� ����	� �	 �	���*( ������ 	 ��	#��	� �&�����	�
 � 	8���� ������
��� �	�	 $�� 	
���	 �� ����� �� ��������� �� �	�	 ����	 ��8	 �#�	� 	 *���( +���	���� �� ��������� �	 ��	#��	�
�������	� ����� ������	��	����� ��#	���� �� �����(

� ����	����� ��� ������� ��	 ��������� ����	��	 �	 �	���* �� ��	������ !#��	��� �������'
���	�" �������������� O E	���	 �� )	�0� 	�����	�	 	� ������ ��������� 	 $�	� % ��	�	�	 ��
��������� ����������(  ��	 % �	�� ��	 	��	#�� �� ����	����� ��� �� ���	��� 	�� ���	��
����	������(

� ��������� )	�0��	��� ��������	��� 	� �	���*�� �� ��	������ �� �	�	 	����	�� �� �������
������� �� ����	 	�#%3���	 � #��	��� ����������	� �	 �	���	 �� )	�0� 	�����	�	 O ��� KB� 7AL(

E	�	 	����	�� �����
����� A(i) �� ��	 ������ ��� ������ ��	 �	���* �� ��	������ ���	�
Q

(i)
l � $�� 	#���	 ���	� 	� �	&	� ��������������� 	� ��	����,�� ���	��� � 2E �	���*�� �� ��	������

��������*	����� 	� $�	�� 	#���	� ���	� 	� �	&	� �� ��	����,�� ��� ������ ��������*	���� e ��
���8���� ε� ��	�	�	� Q

(i)
e+ � Q

(i)
e− � ���� E % � ���	� �� ������ ��������*	���� �� ������ ��� � ε

% � ���8���� �� ��������	����� ������ ������(  ��	� �	���*�� �� ��	������� ���	�� � ��������*	�'
���� ��� �����*	�	� �	�	 �&�����	� � ��������� )	�0��	�� �� ��	 ���� �� 	����	��� �����
�������
���� 	�������	�� �	� ���,�� ��3��$S�����(

��"�� ��8���	
 
 �������
� 7��9
1���


� ��������� )	�0��	�� �� ��	 ���� �� 	����	��� �����
������ % �������� 	��	%� �� ���'
�	�,�� �������	�� ����� 	� �	���*�� �� ��	������ �� ������(  ��� ��������� % �&������ �� ��	�
�	����P 	 �	��� ���	�� $�� ����������� O� ��	����,�� ���	�� �� �	�	 	����	�� �� ������� � 	 �	���
��������*	���� $�� ����������� O� ��	����,�� ����	�	�	� ����� ������ ��������*	���� ������������
	� ������ ���(

%�
	� ����+ '� ����
*	�
 ��
,�-*�)�

� �	��� ���	� �� ��������� )	�0��	�� % ������	 ��� ��	 ���	 �������	� �	� �	���*�� ���	��
�� �	�	 	����	�� �� ������� ���� ��#��P

Ql =
n⊕

g
i=1

Q
(i)
l
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E�������	��� � �&����� �� ������ ��� 	�������	�� ���	 @�#��	 9(7� �8	��� ���� ����	�
��������� �� ���� ������ ���	��( +	�	 �	�	 	����	�� A(i) �� ������� �&���� ��	 �	���* ��
��	������ ���	� Q

(i)
l 	�����	�	( >�#�� �	�	 � �&����� �	 @�#��	 9(7 ���'�� ��	� �	���*�� ���	���

Q
(1)
l � Q

(2)
l ( � �	���* �� ��	������ ���	� Ql �� 	����	�� �$��	����� O ���	 ���� �� 	����	���

�����
������ ����������� 	 ���	 �������	� �	� �	���*�� �� ��	����,�� ���	��� ���� % �����	�� 	
��#���P

Ql = Q
(1)
l ⊕ Q

(2)
l =

⎛
⎝ −τ1 τ1 0

0 −τ2 τ2

0 0 0

⎞
⎠⊕(

0 0
τ4 −τ4

)

Ql =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−(τ1) 0 τ1 0 0 0
τ4 −(τ1 + τ4) 0 τ1 0 0
0 0 −(τ2) 0 τ2 0
0 0 τ4 −(τ2 + τ4) 0 τ2

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 τ4 −(τ4)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+���	���� ��	 �	���* �� ��	������ ���	� 	#���	 ���	� 	� �	&	� ��� ������ ���	�� �� 	����	��(
�� � ������ ��� �	 @�#��	 9(7 	�������	��� ������� ������ ���	��� � #��	��� ����������	� Q
�� 	����	�� �$��	����� 	 ���� ������ ����	 ������������ O ���	 �������	�� �	� �	���*�� ��
��	������ ���	�� �� ������(

%�
	� �*)�
�)*.�)	� '� ����
*	�
 ��
,�-*�)�

� �	��� ��������*	��� �� ��������� )	�0��	�� % �������	 ���	� �	���*�� �� ��	������ ���
������ ��������*	���� �� ������ ���( +	�	 �	�	 ����� ��������*	��� � �	�	 �	�	 	����	��
�� ������ ��� �������	� ��	� �	���*��P ��	 ���������� 	� ���������	� �� ����� ��������*	���
!�	���* ������	"� � 	 ����	 !�	���* ��#	��	" ���������� � 	8���� ��	#��	� �������������� 	
�	�	 �	&	 �������	 �	 �	���* �� ���������	(

+	�	 �	�	 ����� ��������*	��� �� ������ ��� % ������� �� 	����	�� ������ � �� �� �	��
	����	��� ����	��� ������ �� 	����	��� $�� ������ ��T�����	 ������ ������( +���� 	���	 �&��'
��� 	����	��� $�� ��� ��� ��T�����	��� ��� ��������	��� ������ ��������*	����( /���� �	��� 	�
�	���*�� ������	� � ��#	��	� ������ ������ �	�	 ����� 	����	��� ����� �	���*�� �������	��� ��	
�* $�� ��� �������
 ������	 ���	��	 �� ���	�� ������ 	����	��� �� ����������	 �� �	� �����(

� �	���* ������	 �������������� 	� 	����	�� ������ ����%� 	 �	&	 �� ����	�� �� �� �	��
����� ��������*	��� e� ��$�	��� $�� 	� �	���*�� ������	� ��� 	����	��� ����	�� ������ ��	
�	&	 �� ����	�� �#�	� 	 ��� �� �#�	� 	 ���3	3����	�� �	 ��	������ ���	����	�	 	� ����� �������(
;�8	��� 	 �	��� ��������*	��� ������	 �� ������ ��� �	 @�#��	 9(7 ��������	��� � 	����	��
A(1) ������ �	�	 � ����� ��������*	��� e3P

Qe+
3

= Q
(1)

e+
3

⊗ Q
(2)

e+
3

=

⎛
⎝ 0 0 0

0 0 0
τ3 0 0

⎞
⎠⊗(

0 1
0 0

)

�� ������	
 �� �
�� � ��
���
 ����
���� �
�� ��� ����� �
 �� ����� ��
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Qe+
3

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 τ3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�� �	���*�� �� 	8���� ��	#��	�� �� �	���*�� ��#	��	�� ������� 	���	� ��������� �	 ��	#��	�
�������	�� �� $�	�� ������������ 	�� 	8����� ��������������� 	� �	&	� 	�������	�	� �	� �	���*��
������	�( /	 �	���* �� 	����	�� ������� 	 �	&	 % �#�	� 	 �	 �	���* ������	� ���%� ��#	��	� 	�
�	��� $�� �	� �	���*�� ��� 	����	��� ����	��� 	� �	&	� ��� ������ �#�	�� 	 ��( ����� 	�����
�	�	 � �&����� �	 @�#��	 9(7 ����	��� 	� ��#������ �	���*�� ��#	��	�� ��������	��� � 	����	��
A(1) ���� ������P

Qe−3
= Q

(1)

e−3
⊗ Q

(2)

e−3
=

⎛
⎝ 0 0 0

0 0 0
0 0 −τ3

⎞
⎠⊗(

1 0
0 0

)

Qe−3
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −τ3 0
0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+���	���� �	�	 �	�	 ����� ��������*	��� �� ������ ��� ��� ��������� ���� �������� �����'
��	��� �� ������� �	� �	���*�� ������	� � ����� �	� �	���*�� ��#	��	�� ����� ������� #�����'
�	����� ���	 ��#����� �$�	���P

Q =
∑
e∈ε

⎛
⎝ n⊗

g
i=1

Q
(i)
e+ +

n⊗
g

i=1

Q
(i)
e−

⎞
⎠
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E��� ���� 	������������� � ��������� )	�0��	�� % �������� �� ��	� �	����� 	 �	��� ������'
�������� 	� �	���*�� �� ��	������ ���	�� � 	 �	��� �������� 	� �	���*�� ��������*	���� !������	�
� ��#	��	�"( ����� 	����� � ��������� )	�0��	�� �������� �	�	 � �&����� �	 @�#��	 9(7 ����
��� �������� �	 ��#����� ����	P
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Q = Q
(1)
l

⊕
g

Q
(2)
l

+ Q
(1)

e+
3

⊗
g

Q
(2)

e+
3

+ Q
(1)

e−3

⊗
g

Q
(2)

e−3

������	��� �	�	 ���� �&����� �� ��#����� ��������� )	�0��	��P

Q =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−(τ1) 0 τ1 0 0 0
τ4 −(τ1 + τ4) 0 τ1 0 0
0 0 −(τ2) 0 τ2 0
0 0 τ4 −(τ2 + τ4) 0 τ2

0 τ3 0 0 −(τ3) 0
0 0 0 0 τ4 −(τ4)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+���	���� ��������	��� $�� � ��������� )	�0��	�� �������� % 	 ���	 �	 �	��� ���	� ��� 	
�	��� ��������*	��� �� �	�	 	����	�� �� ������ ���� ����'�� �������'�� #������	����� 	��	'
%� �	 ��#����� �$�	���P

Q =
n⊕

g
i=1

Q
(i)
l +

∑
e∈ε

⎛
⎝ n⊗

g
i=1

Q
(i)
s+ +

n⊗
g

i=1

Q
(i)
s−

⎞
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��	� �� �������� �������	�� ����	� �	���*�� �� � ��������� )	�0��	�� ���� ��� �������� �� ����	
����	 ���� �����	 	 5	3��	 9(<� 	 $�	� 	�������	 ���	� 	� �	���*�� �� ��	������ ������
��	�
�	�	 �������� ��	 ���� �� 	����	��� �����
������(

��$ �%����� �����

5	�3%� ��������	 ���� !"����� 
� #� ������������ 	 �%����	 ������ K9� B� HL ���������	
��	 �%����	 ��	������	� �����*	�	 �� ��	 �	� ����	�,�� ����	����	�� ��	��*	�	� ����� �%�����
����	����� 	 ���������	��� �� �� ���� �� ���3	3����	��� v� ���� #��	��� ����������	� Q(  ��	
���������	��� % �	�	 ���	 ��#����� �&�������� ����� N � ������ �� 	����	��� �	 ����� � E �
������ �� ������ ��������*	����P

vQ = v

(N+2E)∑
j=1

⎡
⎣ N⊗

g
i=1

Q
(i)
j

⎤
⎦ =

(N+2E)∑
j=1

⎡
⎣v

N⊗
g

i=1

Q
(i)
j

⎤
⎦
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∑

Q
(1)
l ⊗

g
In2 ⊗

g
· · · ⊗

g
InN−1

⊗
g

InN

In1 ⊗
g

Q
(2)
l ⊗

g
· · · ⊗

g
InN−1

⊗
g

InN

N
(((

In1 ⊗
g

In2 ⊗
g

· · · ⊗
g

Q
(N−1)
l ⊗

g
InN

In1 ⊗
g

In2 ⊗
g

· · · ⊗
g

InN−1
⊗
g

Q
(N)
l

2E

Q
(1)
1+ ⊗

g
Q

(2)
1+ ⊗

g
· · · ⊗

g
Q

(N−1)
1+ ⊗

g
Q

(N)
1+

e+ (((

Q
(1)
E+ ⊗

g
Q

(2)
E+ ⊗

g
· · · ⊗

g
Q

(N−1)
E+ ⊗

g
Q

(N)
E+

Q
(1)
1− ⊗

g
Q

(2)
1− ⊗

g
· · · ⊗

g
Q

(N−1)
1− ⊗

g
Q

(N)
1−

e− (((

Q
(1)
E− ⊗

g
Q

(2)
E− ⊗

g
· · · ⊗

g
Q

(N−1)
E− ⊗

g
Q

(N)
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 � ������	�� ��� ��	�	�	� 	� �	������	���	��� ������	� �	 ��#����� ����	��� �� ���������	'
���P

v

N⊗
g

i=1

Q
(i)
j

� ��#���� ����� ���	3������	� 	�#��	� ������,�� ��3�� ��$S����	� ����	� �� �	���*��� �����'
�	���� �	�	 	 	�������	��� �� 	�#������ �����*	�� �� �%���� �����(

��0��

ni �������� �	 i'%���	 �	���* �� ��	 ��$S����	U

nlefti ������� �	� ������,�� �� ���	� 	� �	���*�� O ��$����	 �	 i'%���	 �	���* �� ��	
��$S����	� �$�$�

∏i−1
k=1 nk !�	�� �	������	�P nleft1 = 1"U

nrighti ������� �	� ������,�� �� ���	� 	� �	���*�� O ������	 �	 i'%���	 �	���* �� ��	
��$S����	� �$�$�

∏N
k=i+1 nk !�	�� �	������	�P nrightN = 1"U
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n̄i ������� �	� ������,�� �� ���	� 	� �	���*�� �&���� 	 i'%���	 �	���* �� ��	 ��$S��'
��	� �$�$�

∏N
k=1,k �=i nk !n̄i = nlefti nrighti"U

;������ �	 ��J&��	 ����� $�� 	��	%� �	 ��������	�� �� ������������ �� �������� �������	��
	 ���������	��� �� �� ���� v ���� �����

⊗N
i=1 Q(i) ���� ��� ��������	 �� ��	 ����	 �	�� ��'

���	� �����*	���'�� �	����� ����	��( @	��� ����	� % �� �	�� ������	� �� ������� �������	� �����
��	 �	���* Q � ��	 �	���* �������	�� I� ����� ���� �	����� ����	�� ��������P Q ⊗

g
I e I ⊗

g
Q(

������ 	 ���������	��� ����	 ����	��� ����	'�� �	�� T�&���(

��&�� 7����������	
 � %��
��� )
�����

E�� � ������� �� �������� � �����
⊗N

i=1 Q(i) � 	���� �	�����	� 	 ����	��� �� ���������	���
�� ���� ���� ������ �	*'�� ��� �	 ��������	�� �� ������������ �� �������� �������	�� �����	�	
	3	�&�(

N⊗
i=1

A(i) =
N∏

i=1

(Inlefti ⊗ A(i) ⊗ Inrighti)

����	 ����	� � �����
⊗N

i=1 Q(i) ���� ��� ��������� �	 ��#����� �	����	P

Q(1) ⊗ Q(2) ⊗ . . . ⊗ Q(N−1) ⊗ Q(N) = Q(1) ⊗ Inright1×
Inleft2 ⊗ Q(2) ⊗ Inright2×
· · ·
InleftN−1

⊗ Q(N−1) ⊗ InrightN−1
×

InleftN ⊗ Q(N)

 ��	 ��	 ����	 �� �	����	� � ������� �������	� ����� 	� �	���*�� �	 ��� ��������	 3	��	���
	 ���������	��� �� ���� v ���� ��������� ����������	� Q( +��� 	#��	� % ������� ���������	� � ����
��� �	�	 �	��� ����	� �������	������� �������'�� ���	� �	��� 3�� �������	�( ������ � �
�����
���� �� ���� �� ����	 �	�� �����	� � � ����� ��� ���J��	 ������� ��������	�������� ��	
�* $�� ��� % �	�� ������
��� #��	� ���� � ��������� )	�0��	�� 	���� �� �����	� 	 ���������	���
��� � ����(

;	�� �	�����	� $�� ���� ���� % ������� #�	�	� O ��������	�� �� 	�����	����	�� �	 ��������'
�	��� !���������	�" �� �	���*��( ��%� ������ 	 ��������	�� �	 �����	����	�� ����� �	�����
����	�� !���	�	 �	  $�	��� �(7< �	 ����� �(7(<" ������� 	 ���������	��� �� �	����� ����	�� ��
$�	�$��� ������ �� ������
���(

����� 	����� �	�	 �	����	� � ������� ����'���������� 3	��	 ���������	� � ���� v ���� ���'
����� �	��� ����	�� ���������	� ����� � ������	�� ���� ��#���� �	��� ����	�� � 	���� ��� ��	����
	�% � ������ ��� �	����� ����	��(

+�� �&������ ��������	��� 	� ���� �	���*�� A(1)� A(2) � A(3)� 	������������ ����	��� � ��'
#����� ������� 	 �������P
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v × (A(1) ⊗ A(2) ⊗ A(3))

�����	��� 	 ��������	�� �� ������������ �� �������� �������	��� ����� 	#��	 	� ��#������
����	�,�� 	 ��	��*	�P

v × (A(1) ⊗ In2 ⊗ In3) × (In1 ⊗ A(2) ⊗ In3) × (In1 ⊗ In2 ⊗ A(3))

�� ������������P

v × (A(1) ⊗ Inright1) × (Inleft2 ⊗ A(2) ⊗ Inright3) × (Inleft3 ⊗ A(3))

+���	���� #������	����� �����P

v × (A(1) ⊗ Inright1) × (Inleft2 ⊗ A(2) ⊗ Inright3) × · · · × (InleftN ⊗ A(N))

����� N % � ������ ���	� �� �	���*�� �	 ���(

E�	�	����� ���	'�� $�� 	#��	 % ������� ��	��*	� 	 ���������	��� �� ���� ��� �	�	 �	���*
�������	������� ��� ����� �	�� ������
��� ��	3	��	� ��� ���	� 	� �	���*�� �� �� ����� ��'
�����(

/	� ��J&��	� ���,�� ������ ���� �������	 � ���� ��� ���������	�� � 	�#������ �� �����'
�	����� �	�	 	 ���������	��� �� ���� v ��� �	�	 ���� �� �	��� ����	�(

��+	*/+*��12� '� 3+	*�� ��	�
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� ���������	��� �� ���� v ���� ������ �	��� ����	� % �	�	 ���P

v × InleftN ⊗ Q(N)

�	3�'�� $�� � ������� �������	� �� ��	 �	���* �������	�� ��� ��	 �	���* M $�	�$��� ���'
��� ������	 �� ��	 �	���* �� 3����� ��	#��	��� ���� �	�	 3���� % 	 ��J���	 �	���* M ( >�#�� 	
�	���* ������	��� �� ������� �������	� InleftN ⊗Q(N) % ��	 �	���* �� nleftN 3����� ��	#��	���
���� �	�	 3���� % ������������ 	 �	���* Q(N)( ����	 ����	� ������� ������ � ���� v ��
nleftN ������ !��	�	��� �� zin" ��� nN ��������� � ���������	� �	�	 �� ������ ��� 	 �	���*
Q(N) $�� ����������� 	� 3���� ��	#��	� �	 �	���* ������	���( � @�#��	 9(= ������	 ���� ����	
���� ������������(

� ��#������ 9(7 �����	 �� �	���� �	 ���������	��� v× InleftN ⊗Q(N)(  ��� 	�#������ ������
�� ���� �������	� !����	 9" $�� ��	��*	 �	�	 ���������	��� �� ���� zin ���	 �	���* Q(N)( 4�����	'
������ �&����� 	���	 ���� ������ �	��� !����	 = � 7:" $�� ����� �	�	 #��	� � ���� zin �&��	����
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InleftN ⊗ Q(N)v

@�#��	 9(=P )��������	��� v × InleftN ⊗ Q(N)

	����� �� ���� v� ���� �����	 	 @�#��	 9(A� � �	�	 	�����	� �� ������	��� �	 ���������	��� ��
���� v( /	 ����	 H ������ 	 ���������	��� ������	����� ���	 �� ���� zin ���	 �	���* Q(N) � �
������	�� 	��	*��	�� �� ����� ���� �������	�� zout �� ����� �	�	��� �� ���� zin( /���
$�� ���� � ������������ % ��	��*	�� 	���	� ��� 	 �����*	��� �� ���� v � �	 �	���* Q(N)� ���
����� ������
��� #��	� 	 �	���* InleftN ⊗ Q(N) �� ������ �������(

v

nN nN nN

�������� nleftN

zin

zin
�������� 	
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7 base = 0U
9 7�
 k = 1, 2, . . . , nleftN
< '� index = base + 1U
= 7�
 l = 1, 2, . . . , nN

A '� zin[l] = v[index]U
B index = index + 1U
C �)' '�
H ��+	*/+8 zout = zin × Q(N)U
D index = base + 1U
7: 7�
 l = 1, 2, . . . , nN

77 '� v[index] = zout[l]U
79 index = index + 1U
7< �)' '�
7= base = base + nN U
7A �)' '�

��#������ 9(7P )��������	��� v × InleftN ⊗ Q(N)

v × Q(1) ⊗ Inright1

� ���������	��� �� ���� v ���� �������� �	��� ����	� % ������	��� 	 �� ������ �	��� ����	��
	 ����	 ��������	 ���
 �� �������� �� �&��	��� ��� 	����� �� ���� v �	�	 #��	� �	�	 ���� zin(
 ��	 ��������	 �� �
 ���� �	�� �	 �	���* Q(1) ⊗ Inright1 ������� ��	 ����	 �������	 �� ���	��� 	
�	���* ������	 �	 ����	 ���������	���� �8	 	3	�&�P

Q(1) ⊗ Inright1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

q
(1)
1,1Inright1 q

(1)
1,2Inright1 · · · q

(1)
1,n1

Inright1

q
(1)
2,1Inright1 q

(1)
2,2Inright1 · · · q

(1)
2,n1

Inright1
(((

(((
( ( (

(((

q
(1)
n1,1Inright1 q

(1)
n11,2Inright1 · · · q

(1)
n11,n1

Inright1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

����	 ����	� �	�	 #��	� � ���� zin ��� 3	��	 �&��	�� nN ��������� ����������� �� ����
v� % ������� �&��	�� �� ��������� 	�����	�	������ ���� �����	 	 @�#��	 9(B( 4��� %� ���'�� $��
3���	� �� �������� 	 �	�	 nright1 ��������� �� ���� v(

� 	�#������ 9(9 	�������	 	 ���������	��� �� ���� v ���	 �	���* Q(1) ⊗ Inright1 (  ��� 	�'
#������ ����	 nright1 ������ zin 3���	��� �� ��������� 	�����	�	����� �� ���� v !����	�
='C"( ��	��*	 	 ���������	��� �� ���� zin ���	 �	���* Q(1) !����	 H" � 	�����	 � ������	�� ��
���� 	�&���	� zout(  ��� ���� ����� % 	���3���� 	� ���� v !����	� 7:'7<" $�� 	� ��	� ������
 �
������	�� �� ���	 	 ����	���(



�
�
 ������� ������� <D

v

nright1 nright1

zin

zin

zin

�������� 	

�������� 


�������� nright1
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� ���������	��� �� ���� v ����� ���	�� �	����� ����	�� !�� ��#���� �	��� ����	� 	� �����'
���� �	��� ����	�" % ��	��*	�	 ��� 	 ���3��	��� �	� ��	� ����	�( � �%����	 3
���	 �������� ��
	����	� 	 ��������	�� �	 ������'�����	����	�� �� �	��� ����	�P

Inlefti ⊗ Q(i) ⊗ Inrighti = Pσ ×
(
Inlefti ⊗ Inrighti ⊗ Q(i)

)
Pσ

T

���� σ % 	 ������	��� $�� 	� ��{1, . . . , i − 1, i, i + 1, . . . , N}
O {1, . . . , i − 1, i + 1, . . . , N, i}.

!9(<"

4��� ��� ��	 	 ������ ���������	� �� �	����� ����	��� �������� � �������� � � ������� �	
��#����� �	����	P

Inlefti ⊗ Inrighti ⊗ Q(i) = In̄i ⊗ Q(i)

�� ���������	�,�� ��� ��	��*	�	� ������ �� 	����� ��� 	 ������� �	 �	���* Q(i)( � ��#�'
����� 9(< ������ �� �	���� ���������	��� �	�	 ���������	� �� ���� v ��� �� ������� �������	�
⊗N

i=1Q
(i)( /���� 	�#������ �� �	����� ����	�� ��� ��	�	��� �� �������� 	� ������(  �����	����

�� 	����� ��� 	 ��������	�� �	 �����	����	�� ��� �	����� ����	��� ����	 ����� ���� �	�3%�
��� 	����	�	( /��� $�� 	� ���������	�,�� ���� �������� � ���� ������ �	��� ����	� �	�3%� ���
��3����� ��� ���� 	�#������� ��#� �� 	�#������� 9(7 � 9(9 ��� ������	� ����� ���������	���� ���
��	��� 	���	� �	�	 � ������������(

� ��#������ 9(< ����	 nlefti × nrighti ������ zin 3���	��� �� ��������� �	� �����,�� ���'
���	� �� ���� v !����	� B'D"� �������� � nrighti(  � ��#���	� ��	��*	 	 ���������	��� �� ����
zin ���	 �	���* Q(i) !����	 7:" � 	�����	 � ������	�� �� ���� 	�&���	� zout(  ��� ���� ����� %
	���3����� �� ����	 	�
��#	 	 �&��	���� 	� ���� v !����	� 79'7A" $�� 	� ��	� ���
 � ������	�� ��
���	 	 ���������	���(
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7 base = 0U
9 7�
 j = 1, 2, . . . , nright1
< '� index = base + jU
= 7�
 l = 1, 2, . . . , n1

A '� zin[l] = v[index]U
B index = index + nright1U
C �)' '�
H ��+	*/+8 zout = zin × Q(1)U
D index = base + jU
7: 7�
 l = 1, 2, . . . , n1

77 '� v[index] = zout[l]U
79 index = index + nright1U
7< �)' '�
7= �)' '�

��#������ 9(9P )��������	��� v × Q(1) ⊗ Inright1

��&�� .����� � 7����������	
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���������
�

 ��	 ����� 	�������	 	��	%� �� �� �&����� ���	� 	� ��	�	� $�� ���������� � ������������
�� ���������	��� ����'���������(

E�������� �� ������ ��� ������� ��� ���� 	����	���P A(1)� A(2) � A(3)(
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� ���������	��� �� ���� v ���	 �	��� ���	� �� ��������� �	��	 ����� ��#������ ������� �����
Q

(i)
l � ��������� �������������� O ��������� �	� ��	����,�� ���	�� �� �	�	 	����	�� iP

Q
(1)
l ⊗

g
In2 ⊗

g
In3 In1 ⊗

g
Q

(2)
l ⊗

g
In3 In1 ⊗

g
In2 ⊗

g
Q

(3)
l

E	�	 ����� % ���������	�� ���� ���� v ����	����� �����	��*	��( � ������	�� �� �	�	 ���'
������	��� % ����� 	�����	�� �� �� ���� 	�&���	� w( ��J� ��	��*	� 	� ���������	�,�� ��� �	�	
�� ��� ���� ������� � 	��� ������	��� 	�����	�� �� ���� w % ����� 	���3���� ��	����� O�
�����,�� �� v( � $�� ������� �	 ��	���	��� ������'�� �	� ��#������ ����	�,��P

v × (Q(1)
l ⊗

g
In2 ⊗

g
In3) → ������	�� 	��	*��	�� �� ���� w

v × (In1 ⊗
g

Q
(2)
l ⊗

g
In3) → ������	�� 	�����	�� �� ���� w

v × (In1 ⊗
g

In2 ⊗
g

Q
(3)
l ) → ������	�� 	�����	�� �� ���� w
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 i = 1, 2, . . . , N
9 '� base = 0U
< 7�
 k = 1, 2, . . . , nlefti
= '� 7�
 j = 1, 2, . . . , nrighti
A '� index = base + jU
B 7�
 l = 1, 2, . . . , ni

C '� zin[l] = v[index]U
H index = index + nrightiU
D �)' '�
7: ��+	*/+8 zout = zin × Q(i)U
77 index = base + jU
79 7�
 l = 1, 2, . . . , ni

7< '� v[index] = zout[l]U
7= index = index + nrightiU
7A �)' '�
7B �)' '�
7C base = base + (nrighti × ni)U
7H �)' '�
7D �)' '�

��#������ 9(<P )��������	��� v ×⊗N
i=1Q
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���'�� ���������	� � ���� v ���� ��������� �� �	�	 ����� ��������*	��� ei( ������� $�� 	
��� �����	 ���� ������ ��������*	���� !e1� e2 � e3"� 	� ��#������ ����	�,�� ��� ������
��	�P

v × (Q(1)
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g
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g
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g
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g

Q
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v × (Q(1)
e3 ⊗

g
In2 ⊗

g
In3) → ������	�� 	��	*��	�� �� ���� x

x × (In1 ⊗
g

Q
(2)
e3 ⊗

g
In3) → ������	�� 	��	*��	�� �� ���� y

y × (In1 ⊗
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In2 ⊗
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Q
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N ������	��� �	�����	� $�� 	 ���������	��� ���	 �	��� ��������*	��� ��� ��� ��	��*	�	 �	���
�	�	 	 �	��� ������	 $�	��� �	�	 	 �	��� ��#	��	� ����	��� � ������������ 	���	 ��� ���
��	��*	�� ��	� �*��(

�� ��	�� � ���� 	�&���	� w ����%� � ������	�� �	 ���������	��� �� ���� v ���� ���������
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j
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nlefti × nrighti ���������	�,�� ����'�	���* ��� �	���*�� �� �	�	��� ni( ������� $�� 	� �	'
���*�� Q(i) ��� ������� ��������� ������ � ������ �� ���������	�,�� �	�	 �	�	 ������� ����'
�	���* % �#�	� 	 (ni)2( >��3�	��� $�� n̄i × ni = nlefti × nrighti × ni =

∏N
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	� ���#� �� ����� 	 �&������ �� ���	�� �� ���	���( 4��� �� ��� 	� �	�� �� $�� �	�	 �������
��	 ��� % ������
��� ��	��*	� 	 ���������	��� �� �� ���� �� ���3	3����	��� ���� #��	��� ��'
��������	�� ����	��� $�� ����	������ ����� ��	 #�	��� $�	����	�� �� �	���� �&�#���� ��
	��� �������	����� � ��� �� ���J��	( E�� � ������� �� ������*	� 	 �����*	��� �� �������� ���'
���	����	��� ���������� �%����	� �� ����� �����	�	�� ����� ��	� ����	�	�'�� 	 �%����	 ������

K9� B� HL � 	 �%����	 ����� KDL(

� �%����	 ����� % ��	 �%����	 ������������ �����3���	 $�� ���������	 	 ��������� �� �����
�� �����	���  ����
������ !���"( � ����	��� ����	����	� ��	��*	�	 ����	 �%����	� 	���� ����
�	 �	����	 �	� ����	� �%����	� ������	����� % 	 ���������	��� �� �� ���� �� ���3	3����	��� v
���� #��	��� ����������	� Q(  ��	 ���������	��� % �	�	 #������	����� ���	 ��#����� �&��������
����� N � ������ �� 	����	��� �	 ����� � E � ������ �� ������ ��������*	����P

vQ = v

(N+2E)∑
j=1

⎡
⎣ N⊗

g
i=1

Q
(i)
j

⎤
⎦ =

(N+2E)∑
j=1

⎡
⎣v

N⊗
g

i=1

Q
(i)
j

⎤
⎦

 � ������	�� ����� ��	�	�	� 	� �	������	���	��� ������	� �	 �&������ � �	 ���������	���
�	 ����	��� �� ���������	��� 	�������	�	 	 ��#���� ���� $�� ���	 % 	 ����	��� ����	����	� �	�	
	 ��������� �� ������� ���(

v
N⊗

g
i=1

Q
(i)
j

5��	� 	� ������,�� ���	3������	� �	 ����� 9(= �� �	������ 9 ��3�� ��$S����	� ����	� �� �	'
���*�� ����� �	 ����	 ����	 �����*	�	� ����� �	������ �	 �������� �� 	�#������ �	 �%����	 �����(
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+	�	 ��	��*	� 	 ���������	��� ����'���������� 	 �%����	 ������ �����*	���'�� �� ��������	��� �	

�#�3�	 �������	�� �������* ��	 ��	 ����	 �� �������� ���	 ����	���� ��	�	�	 �� ��������
����� 	
����� �� ������� ������� ���%���� 	
������� 	 $�	� % 	3���	�	 �	� ���,�� ��3��$S�����(

 �� &��
�� '
���� (�����
� �����	
�

@	����� /���	�� F���
���� ������� % ��	 ��	 �	����	 �� �������� �� ������� �������	�
$�	�$���( � �38���� % ����*�� 	� ����	�,�� ������
��	� �	�	 �&����	� 	 ���������	��� �� ��
�	�� ���� π(i) ��� �� ������� �������	� ����� �	���*��(

�� �	����� ����	�� ����
���� 	������ ��	� �� ��������	��� 	� �������	� (N − 1) �	���*��
����������� �� ������� �������	�� ���� N % � ������ ���	� �� �	���*�� ������	� �	 ����	���(
E	�	 �	��� ����	� ����
��� 	����� !����" ρi % ����������� ���� ������� �������	� �	 �	���*
������	��� �� ������� �������	� ����� 	� �������	� (N−1) �	���*�� �������� 	���	� �� ��������
���'���� ��� �*� ���	 �����	 �	���* N (

+�� �&������ � ������� �������	� A ⊗ B ⊗ C� ���� 	� �	���*�� ��� ����� �V2� ����	 	 ���'
�	��� ��� ��#������ �	����� ����	�� ����
���� 	������P

7◦ @	��� /���	� F���
��� ������ !ρ1"⎛
⎜⎜⎝

a11 b11 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ⊗

(
c11 c12

c21 c22

)

9◦ @	��� /���	� F���
��� ������ !ρ2"⎛
⎜⎜⎝

0 a11 b12 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ⊗

(
c11 c12

c21 c22

)

<◦ @	��� /���	� F���
��� ������ !ρ3"⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
a11 b21 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ⊗

(
c11 c12

c21 c22

)

. . .

7B◦ @	��� /���	� F���
��� ������ !ρ16"⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 a22 b22

⎞
⎟⎟⎠ ⊗

(
c11 c12

c21 c22

)
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 ��	 ������������ % ��	�	�	 �� ������������ 	
����� �� ������� ������� ���%���� 	
��
������ ��	 �* $�� �� ������ ��� ���	���( �� ���������	���� �	�	 ���� ρi ���� ���� ��
���3	3����	��� π� �	�	 ������	�� % ���	�� �� �� ���� 	�����	��� Π� $�� 	� ��	� �	� �����'
����	�,�� ������
 	 ������� �� ������( ��#���� W�33�� K7HL� �	�	 ������� ������� ���'�� ��
#	��� ��#����	��� �� ������ �� ������ �� ���������	�,�� ��	��*	�	�(

 �� ���)�� �� "����)������
 ���
*!�����


 ��	 ����� 	�������	 	� ��	�	� $�� ���������� 	 ���������	��� ����'��������� �����*	��� 	
������������ �� �	����� ����	�� ����
���� 	������(

� ���������	��� ����'��������� % �������	 ���	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	���
���	 �	��� ���	� � ���	 �	��� ��������*	��� �� ��������� )	�0��	��� ���� ������ 	 ��#���(

"���� 7����������	
 � 5���� /
���

E�������	��� � �&����� 	�������� 	 ���������	��� �� ���� v ���	 �	��� ���	� �� ���������
�	��	 ����� ��#������ ������� ����� Q

(i)
l � ��������� �������������� O ��������� �	� ��	����,��

���	�� �� �	�	 	����	�� iP

Q
(1)
l ⊗

g
In2 ⊗

g
In3 In1 ⊗

g
Q

(2)
l ⊗

g
In3 In1 ⊗

g
In2 ⊗

g
Q

(3)
l

E	�	 ����� % ���������	�� ���� ���� v ����	����� �����	��*	��( � ������	�� �� �	�	 ���'
������	��� % ����� 	�����	�� �� �� ���� 	�&���	� w( ��J� ��	��*	� 	� ���������	�,�� ��� �	�	
�� ��� ���� ������� � 	��� ������	��� 	�����	�� �� ���� w % ����� 	���3���� ��	����� O�
�����,�� �� v( � $�� ������� �	 ��	���	��� ������'�� �	� ��#������ ����	�,��P

v × (Q(1)
l ⊗

g
In2 ⊗

g
In3) → ������	�� 	��	*��	�� �� w

v × (In1 ⊗
g

Q
(2)
l ⊗

g
In3) → ������	�� 	�����	�� �� w

v × (In1 ⊗
g

In2 ⊗
g

Q
(3)
l ) → ������	�� 	�����	�� �� w

/	 ��
���	� � 	�#������ �	 �%����	 ����� ��	��*	 	 ���������	��� �	 �	��� ���	� �� ���������
&�����
� �	�	 �� ������ ������� ���� ���	��	�� 	 ��#���(

� ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ���� #��	��� ����������	� % ������	 �� ��	�
�	���� �	 ����	 ����	 ���� � ��������� )	�0��	��� �������� �&����� �	 ����� 9(< �� �	������
9( � �������	 �	��� ����������� 	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ���	 �	��� ���	�
�� ������ ��� � 	 ��#���	 	 ���������	��� �� ����� ���� �� ���3	3����	��� ���	 �	��� ���'
�����*	��� �� ������( �� ��	�� ���	'�� �� ������ ������	���� �� �	�	 ��	 ����	� ����	�,��
�������	���'�� ����� � ���� ��� � ������	�� ��	� �	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	���
���� ��������� )	�0��	��(

� 5	3��	 <(7 	�������	 	 �	��� ���	� �� ��������� )	�0��	��� 	 $�	� ����%� 	���	� 	� �	���'
*�� �� ��	������ ��� ������ ���	�� �� ������ ���( �3���	'�� ����	 �	3��	 $�� 	 �	��� ���	� ��



=H �������� �
 ������� �� ���������� �� �����

#��	��� ����������	� % ����	�� ���� ���	�J��� �� � �������� �������	�� �� � �	���*��( �����
	����� 	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ���	 �	��� ���	� �� #��	��� ����������	� ����
��� ������	 �� � �	����� ���� �	�	 ��	 ����������� 	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	���
���� ������� �������	� 	�������	�� �� �	�	 ����	 �	 5	3��	 <(7(

∑
N

Q
(1)
l ⊗

g
In2 ⊗

g
· · · ⊗

g
InN−1

⊗
g

InN

In1 ⊗
g

Q
(2)
l ⊗

g
· · · ⊗

g
InN−1

⊗
g

InN

(((

In1 ⊗
g

In2 ⊗
g

· · · ⊗
g

Q
(N−1)
l ⊗

g
InN

In1 ⊗
g

In2 ⊗
g

· · · ⊗
g

InN−1
⊗
g

Q
(N)
l

5	3��	 <(7P +	��� >��	� �� ��������� )	�0��	��

+����3�'�� 	���	 $�� �	�	 ������� �������	� % �������� ��� ��' �	���*�� �������	��� � 	��'
�	� ��	 �	���* Q

(i)
l � 	 $�	� ���� ������ $�	�$��� 	��� �� ���� ���������� ���� i % � ������ ��

	����	�� �� ������ ���( �	3�'�� $�� �� �� ������� �������	�� 	� �	���*�� �������	��� ���
������	� �� ��������� �	� ���	�� �	���*��� 	���	� ������	� � ����������	� ����� 	����� �	
�	���* ������	���( ����	 ����	� 	 �	���* ������	��� �� ������� �������	� �� �	�	 ����	 �	 5	3��	
<(7 ���
 ������ ��	 �	���* �������� �� ������ ��������� �	 �	���* Q

(i)
l � ���%� ������	��� �

����������	���( +���	���� 	 ����	��� �� ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ��� �	�	 ��
������ �������� �������	�� ������'�� �� �����3��� ���� �	�	 �� ��� ��������� ���'����� �	 �	'
���* Q

(i)
l ����	 ��������	�� �	 �	���* ������	���� ���� 	���� 3	��	 ���������	� ����� 	����� �����

��������� ��������������� �� ���� �� ���3	3����	���(

/	 ��
���	� � 	�#������ �	 �%����	 ����� �����3�� 	���	� ���� 	�	������	 	 �������	 �������'
��	 �� �	�	 	��� ���'���� �	 �	���* Q

(i)
l �	 �	���* ������	��� �� ������� �������	�( �	3����'��

���� ���	��	 ��������	�	 	 �������	 ���������	 �� �������� � ��������	��� 	 ������� �	 �	���*
Q

(i)
l �� ������� �������	�� % ������� �����3��� $�	�� 	����� �� ���� �� ���3	3����	��� ����

��� ���������	��� ��� ���� �������� ���'����( � ��#������ <(7 �����	 ���� % ��	��*	�	 	 ���'
������	��� �� �� 	��� ���'���� �	 �	���* Q

(i)
l ����� ��������� ��������������� �� ���� ��

���3	3����	���� ���� bi � bj ��� �����	��*	��� ��������	����� ��� 	 ����	 � 	 �����	 �	 �������	
���������	 �� ��	 �������� ���'���� �	 �	���* Q

(i)
l �	 �	���* ������	���� nv % � �	�	��� ��

���� �� ���3	3����	���� ni 	 �������� �	 �	���* Q
(i)
l � nRight % � ������� �	� ������,�� ��

���	� 	� �	���*�� O ������	 �	 �	���* Q
(i)
l � vProb � ���� �� ���3	3����	���� dElem � ��������

���'���� �	 �	���* Q
(i)
l � vRes � ���� 	�����	��� ������	���( N ������	��� �	�����	� $�� ��

������� 	�#�� �� �������� �������	�� ����� 	� �	���*�� �������	��� � 	� �	���*�� Q
(i)
l ��� ��	'

��*	���� ����*���� 	���� ��������	������� � ����� ������	����	� �� ���	 ����	���(

+	�	 ��	��*	� 	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ��� �	�	 �� ��� � �������� �����'
��	�� ��������� �	 5	3��	 <(7� � 	�#������ �	 �%����	 ����� �&����	 nzi �*�� � �J��#� 	�������	��
�� ��#������ <(7� ���� nzi % � ������ �� ��������� ���'����� �	 �	���* Q

(i)
l ( +���	���� �	�	
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7 9:*+� !bi < nv" and !bj < nv"
9 '� i = biU
< j = bjU
= 7�
 n = 0, 1, . . . , nRight − 1
A '� vRes[j] = vRes[j] + vProb[i] ∗ dElemU
B i = i + 1U
C j = j + 1U
H �)' '�
D bi = bi + nRight ∗ niU
7: bj = bj + nRight ∗ niU
77 �)' '�

��#������ <(7P )��������	��� �� �� �������� ���'���� �� ��	 �	���* Q
(i)
l ���� ���� �� ���3	'

3����	���

��	��*	� 	 ���������	��� �������	 �� ���� �� ���3	3����	��� ���	 �	��� ���	� �� ��������� )	�'
0��	��� 3	��	 �&����	� �������	� �*�� � �J��#� 	�������	�� �� ��#������ <(7(

"���� 7����������	
 � 5���� 2����
��3����

N �	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ���	 �	��� ��������*	��� �� ��������� )	�0�'
�	�� $�� �� �������	 	 �������	� ��������	 ����� 	 �%����	 ����� � 	� ���	��� �8	��� �� �&�����(

E�������	��� ���� �	���*�� �� ����� ni = 2 � �� ���� �� ���3	3����	��� π(0) �� �	�	���
n = 8 !n1 × n2 × n3"� ���'�� �	�	 ���� �&����� 	 �������� �� (n1

2 × n2
2) �	����� ����	��

����
���� 	������� �� �	�	 �	�	 �������� ���'���� �� ������� �������	� A⊗ B( ;�8	��� �����
	� ��	�	� �	 ���������	��� ����'��������� �	�	 � ����� A⊗B⊗C ������� 	� ��#������ �	���*��P

(
1 2
3 4

)
⊗

(
5 6
7 8

)
⊗

(
9 10
11 12

)

• )��������	��� �� π(0) ���� 7◦ @	��� /���	� F���
��� ������ !ρ1"

π(0) × [

⎛
⎜⎜⎝

1 × 5 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ⊗

(
9 10
11 12

)
]

 ��� ���� % ���������� �� ���� �	����� ����	�� ��	������	��P

π(0) × [

⎛
⎜⎜⎝

1 × 5 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ⊗

(
1 0
0 1

)
] = π(1)
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 ������� �� ���������� �� �����

� �	
�� π(1) 
	� ���� 	�	�	�
�� ��������� ����	� nN �� ��
��� ��
�����

π(1) × [

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ ⊗

(
9 10
11 12

)
] = π(2)

� �	���
��� 	� π(2) � 	�
�� ��������� 	� �� �	
�� ���������� Π�

• )��������	��� �� π(0) ���� 9◦ @	��� /���	� F���
��� ������ !ρ2"

π(0) × [

⎛
⎜⎜⎝

0 1 × 6 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ⊗

(
9 10
11 12

)
]

/�	����� � ���� % ���������� �� ���� �	����� ����	�� ��	������	��P

π(0) × [

⎛
⎜⎜⎝

0 1 × 6 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ⊗

(
1 0
0 1

)
] = π(1)

� �	
�� π(1) 
	� ���� 	�	�	�
�� ��������� ����	� nN �� ��
��� ��
�����

π(1) × [

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ ⊗

(
9 10
11 12

)
] = π(2)

� �	���
��� 	� π(2) � 	�
�� ��������� 	� �� �	
�� ���������� Π�

•  	���� ��� ��	���� ���#	��� ����� �&����� �� �� ���	� �� 16 �	����� ����	�� ����
����
	������( 5���� ��� ���������	��� ���� ���� π(0) ��#����� 	� ����	� ��	�	� ��������	�	�
	���	( �� ��	� �� ���	� ���	� ��	�	�� � ���� �� ���3	3����	��� Π ������
 	 ������� ��
������� �������	�(
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5���� ����� 3	���	����� ��	� ����	�,�� $�� ���� ��� ��	��*	�	� �	�	 �	�	 ���� ��� �
������� �� �3��� � ���� �� ���3	3����	��� Π(  ��	� ����	�,�� ��� 	 ���������	��� �� ���� π(0)

���� �������� ����� �� ���� � 	 ���������	��� �� ���� π(1) ���� ��#���� ����� ����� �����
����(

+	�	 �������� ���� � 	�#������ �	 �%����	 ����� ��	��*	 	 ���������	��� �� ���� �� ���'
3	3����	��� ���	 �	��� ��������*	��� �� ��������� )	�0��	��� �8	��� �	 5	3��	 <(9 	 �	���
��������*	��� �� #��	��� ����������	�� $�� ����������� 	���	� 	� �	���*�� �� ��	������ ���
������ ��������*	���� �� ������ ���(
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5	3��	 <(9P +	��� ��������*	��� �� ��������� )	�0��	��

� �	��� ��������*	��� �� ��������� )	�0��	�� % ������	 �� ��	� �	����� ��	 ���������'
����� 	� �	���*�� ������	� ��� ������ ��������*	���� � 	 ����	 ��������� 	� �	���*�� ��#	��	�
������ ������ ������( �3���	���'�� 	 5	3��	 <(9� ���	'�� $�� 	 �	��� �	� �	���*�� ��������'
*	���� ������	 % �&	�	����� �#�	� 	 �������������� 	� �	���*�� ��#	��	�� ������� �� ���������	�
	���	� �� �������� �	� �	���*��( +�� ���� ������ ��� 	�������	��� 	 ��#��� 	���	� �� ���	����
�� 	�#������ �	 �%����	 ����� ���������� 	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ���	 �	���
������	 �� #��	��� ����������	�� ��	 �* $�� 	 ����	��� �������� 	 �	��� ��#	��	 ��� ���'
��� ��������*	���� % ��	��*	�	 �	 ����	 �	����	(

�3���	��� ��	����� 	 5	3��	 <(9� �����3�'�� $�� �������������� �	 �	��� ���	�� 	 �	���
��������*	��� �� ��������� )	�0��	�� % �������� ��� �������� �������	�� �� �	���*�� $�� ���
��� ������	��	����� �������	���� � $�� ����	 � �
����� �	 ���������	��� �� ����� �	�� ������'
�	��(

����� ���� �	 ���������	��� ���	 �	��� ���	� �� #��	��� ����������	�� % ������� �����	��*	�
� �
����� �	 �	��� ��������*	��� �� ���������	�,�� �	�� �������(  ��	� ������������ 	� �����'
����	�,�� �� ���� �� ���3	3����	��� ��� �	�	 ������� �������	� �	� N �	���*�� �� �	�	 �����
��������*	��� �� ������ ���� ���������	��� ��� �	�	 ����	 �	 5	3��	 <(9( ��%� ������ ����
	�������	�� �	 ����� <(7� � ������� �������	� ����� 	� �	���*�� ��������*	���� % ���������� ��
������� @	����� /���	�� F���
���� �������� $�� ��� ��	 �* ��� ����������� �� @	����� /��'
�	�� 5�	������	��� ����	��� � �
����� 	���	 �	�� �����	��*	��( ����	 ����	� 	 ���������	���
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�� ���� �� ���3	3����	��� ���	 �	��� ��������*	��� �� ��������� )	�0��	�� ������'�� 	 ��
���	�J��� �� ������	�� �	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ���� �������� @	��� /���	�
5�	������	� �� ����� ���������	�� ���� ��#���� @	��� /���	� 5�	������	� �� ����� ����(

� ��#������ <(9 	�������	 �� ����	� #��	�� �� �	���� ���������	��� �	�	 ��	��*	� 	 �����'
����	��� �� ���� �� ���3	3����	��� vProb ���	 �	��� ��������*	��� �� ��������� )	�0��	��(

�+4�
*	�� �65

7 7�
 e = 0, 1, . . . , nE − 1
9 '� 9:*+� AUNF = nextAUNF ()
< '� vAux = vProb × AUNF1U
= vRes = vRes + vAux × AUNF2U
A �)' '�
B �)' '�

��#������ <(9P )��������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ���	 �	��� ��������*	��� �� ���������
)	�0��	��

� ��#������ <(9 �������� ����� �� ������ ��������*	���� 	��	%� �� �	�� �	 ����	 1� ����
nE % � ���	� �� ������ ��������*	���� �� ������ ���( +	�	 �	�	 ������ �� ��� �	�� !����	
2" �������� ����� �� @	����� /���	�� F���
���� ������� $�� ����,�� � ������� �������	� ��'
��� 	� �	���*�� ��������*	���� ����� �����(  ���� �	�	 �	�	 ���� ���������	'�� � ���� ��
���3	3����	��� vProb ���� �������� @	��� /���	� 5�	������	� �� ����� � �� ��#���	� � �����'
�	�� 	��	*��	�� �� vAux % ���������	�� ���� ��#���� @	��� /���	� 5�	������	� �� ���� �
� ������	�� % 	�����	�� �� ���� vRes� $�� 	� ��	� ������
 � ���� ������	�� �� ���	 	 ����	���(

+	�	 �����3��� �	�	 �� ��� @	����� /���	�� F���
���� ������� ��� ������ ��������*	����
�� �� ������ ���� 3	��	 �	 ���	�� �����3��� 	 ����	� 	 �����	 � � 	��� �� �	�	 �� ���
��������� �	 �	���* ������	��� �� ������� �������	� �	� N − 1 �������	� �	���*�� ��������*	����
�� �����( � ��#������ <(< 	�������	 � �J��#� ������
��� �	�	 �����3��� �	�	 �� ������ 	�����
��� ��	� ��������	� ����	� � �����	� ����	 �	���* ������	���� ��� ��	��*	� �� �	�� � �������
�������	� ����� 	� �	���*��(

� ��#������ <(< �����	 ���� ��� ���������	�	 	 �����	 $�� �����3�� � �������� ���'����
�� �	�	 ����( +������	������ �����	'�� �� % � �������� ���� �	�	 �	����	� !����	 7"� ��
���� % ������
��� ��������� ���	� 	� �	���*�� �	�	 ��#	� �� �������� �� �	�	 �	�	 �	����	� �
�������� ���'���� �� ����( � ����	 B 	�������	 � �	�� $�� �������� 	� �	���*�� �	�	 ��#	�
���� ���������( +	�	 �����*	� ���� ��������� 	� ���������	�,�� ����� �� ��������� �	� �	���*��
	 �����	 $�� ����� ����� ��	��*	�	� ��� 	��	*��	�	� !����	 7:" �� �� ���� vFator� ��� �
������� �� ����� �������*	�	� $�	��� ������
���� �������� �������� �� K=L( ����	 ����	� ��� % ��'
����
��� ��������� ���	� 	� �	���*�� ������ $�� � �������� ���'���� �� �� ���� ��� �	����	���
��� ����� ��	��*	� ���	� 	� ���������	�,�� ��	�����( � ������ nextElem !����	 C" ������	
�� �������� ���'���� �� ��	 ��������	�	 �	���*� �� *��� �	�� 8
 ����	 ������	�� �����( ��
����� �� ��������� �� ��	 �	���* 8
 ���	� �����*	���� � 	�#������ �����	 �� ���	 % 	 �������	
�	���* !����	 7<"� �	�� ��8	� ������	 *��� ���	��*	��� $�� ��� �&���� �	�� ����( E	�� ��� ��8	
	 �������	 �	���*� � 	�#������ ������	 �	�	 	 �	���* 	������� !����	 7B" �	�	 ��#	� � ��J&���
�������� ����	 �	���* � ����� ������#�� � �
����� ����	������(
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 ������ �� ������������� ������������ A<

�+4�
*	�� �6�

7 *7 Reset
9 nCurAut = 0U
< �+��
= nCurAut = nLastAut − 1U
A �)' *7
B 7�
 n = nCurAut, . . . , nLastAut − 1
C '� vFator[n] = nextElem(nCurAut)U
H *7 vFator[n]! = 0
D *7 n > 0
7: vFator[n] = vFator[n] × vFator[n − 1]U
77 �)' *7
79 �+��
7< *7 n = 0
7= return0U
7A �+��
7B n = n − 2U
7C �)' *7
7H �)' *7
7D �)' '�
9: returnvFator[nCurAut]U

��#������ <(<P E	����	 � �������� ���'���� �� �	�	 ����

/��	'�� $�� � ��#������ <(< ��� 	�������	 �� $�� ����	 	 ����	 � 	 �����	 �� �������� ���
�����3���	�� ���� ���$�� ���	� ��� �	�������� �3���	� 	��	%� �� ��� �� ��	 ��	��� $�� ��	������	
�� ������ �������� !$�� ����%� � ������ �� �	�	 �	���* ������	 �	 ����	���" �� ������ �	
�	���* ������	���( +�� �&������ ��������	��� ���� �	���*�� �� ����� 9� � ������ X:7:X� $�� ���'
�������� 	� ������ X:X�	 �������	 �	���*� X7X�	 ��#���	 � X:X�	 �������	� �$��	����	 	� ������
X9X�	 �	���* ������	��� �� ������� �������	� ����	� �	���*��( ����� 	����� � 	�#������ 	���	�
	��	��*	 � ������ �������� ��� 	� ����	� � 	� �����	� ��� ��������� �� �	�	 ��	 �	� �	���*��
������	� �� �
�����(

F�	 �* �	����	�� � �������� ���'���� �� ����� ��	��*	'�� 	 ���������	��� �� ���� ��
���3	3����	��� vProb ���� �������� @	��� /���	� 5�	������	� �� ����� ���� �����	 	 ����	
3 �� ��#������ <(9( � ���������	��� ����	 ����	��� % 	�������	�	 ���� ��#������ <(=(

E������� 	�������	�� �	 ����� <(7� � �������� @	��� /���	� 5�	������	� �� �� ���� %
�������� ���� ������� �������	� �� ��	 �	���* ����
��	� $�� ����%� � �������� ���'���� �	�'
���	�� ���� ��#������ <(<� ��� ��	 �	���* �������	�� �� ����� nN � ���� nN % 	 ����� �	
�	���* �� ������ ����� ��������*	��� �� ������( ����� 	����� 3	��	 ���������	� nN ���������
����������� �� ���� �� ���3	3����	��� ���� �������� ���'���� �� ����� �������� �����	 �
��#������ <(=� ���� i � j ��� ��������	����� � ������ �	 ����	 � �	 �����	 �� �������� ���'
���� �	 �	���* ����
��	( �� ��	� ����	 ����	���� � ���� ������	��� vAux ������
 nN ���������
���'�����(



A= �������� �
 ������� �� ���������� �� �����

�+4�
*	�� �6;

7 7�
 n = 0, 1, . . . , nN − 1
9 '� vAux[j] = vProb[i] × dFatorU
< i = i + 1U
= j = j + 1U
A �)' '�

��#������ <(=P )��������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ���� �������� @	��� /���	� 5�	������	�
�� ����

+�� ��� 	 �����	 ����	��� $�� ����,� 	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ���	 �	���
��������*	��� �� #��	��� ����������	� % 	 ���������	��� �� ���� ������	��� vAux �	 ����	���
	������� ���� ��#���� @	��� /���	� 5�	������	� �� ����� �������� 	 ����	 4 �� ��#������ <(9(

� ��#���� @	��� /���	� 5�	������	� �� �	�	 ����� �������� 	 ����� <(7� % �������� ����
������� �������	� ����� ��	 �	���* �������	�� �� ����� nleftN � 	 �����	 �	���*� ���� nleftN
% � ������� �	� ������,�� �� ���	� 	� �	���*�� O ��$����	 �	 �����	 �	���* �� �
�����( �	3�'��
$�� � ������� �������	� �� ��	 �	���* �������	�� ��� ��	 �	���* M $�	�$��� ������ ������	
�� ��	 �	���* �� 3����� ��	#��	��� ���� �	�	 3���� % 	 ��J���	 �	���* M ( >�#�� 	 �	���*
������	��� �� ������� �������	� InleftN ⊗ Q(N) % ��	 �	���* �� nleftN 3����� ��	#��	��� ����
�	�	 3���� % �&	�	����� 	 �	���* Q(N)( E�������	��� $�� � ���� vAux ������ 	���	� nN

��������� ���'����� � $�� ����� ��������� ����� ��������	��� �� ����	 	 ��������� �&	�	�����
��� �� 3���� ��	#��	� �	 �	���* ������	���� 3	��	 ���������	���� ����� ��������� ���	 �	���*
Q(N)( � ��#������ <(A 	�������	 �� �	���� ������
���� �	�	 ��	��*	� ���	 ����	���(

�+4�
*	�� �6�

7 index = jU
9 7�
 l = 0, 1, . . . , nN − 1
< '� zin[l] = vAux[index]U
= index = index + 1U
A �)' '�
B ��+	*/+8 zout = zin × Q(N)U
C index = jU
H 7�
 l = 0, 1, . . . , nN − 1
D '� vRes[index] = vRes[index] + zout[l]U
7: index = index + 1U
77 �)' '�

��#������ <(AP )��������	��� v × InleftN ⊗ Q(N)
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�� �� ���� ����� ��	�	�� �� zin !����	� 7 	 A"� ���� index % �����	��*	�� ���� ������ �	 �����	
j �������������� 	� �������� ���'���� �	 �	���* ����
��	 �� �������� @	��� /���	� 5�	������	�
�� ����(  � ��#���	� ���������	'�� � ���� zin ���	 �����	 �	���* !����	 B" � ��� �� 	�����	
�� ������	��� �� ���� vRes !����	� C 	 77"� $�� ����%� ����	����� �� ������	��� 	�����	��� ��
���	� 	� ����	�,�� 	���������( /��� $�� ���� � ������������ % ��	��*	�� 	���	� ��� 	 �����*	���
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��J� ��	��*	� �	�	 ��	 �	� ����	�,�� �������	� ����	 ������ ���'�� ����� � ���� ������	��
�	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ���	 �	��� ��������*	��� �� ��������� )	�0��	��(
I	��	 ����� ���	� ���� ���� ��� � ���� ������	�� �	 �	��� ���	� �	�	 ���� �������	�'�� �
���� �������� � ������	�� ��	� �	 ���������	��� ����'���������(

 � ��+�� &����
���� �� �%����� �����

� �����*	��� �� �	&	� �������	�� % ����� ����� �� ����	����� �� ����� �� 	����	��� ����'
�
������( )����� ������� ���	�������	� �	&	� �������	�� ��� ������� �� �	�����	� � ����	��	�
	 ��������� �� ������	 �� ����	������ ��	 �* $�� 	�#��	� ������	���	��� �� ������	 �����
��� �	�� �	�������� �����	��� �����*	���'�� ���� ������	��� �������(

��% ������ �� ������ ������� ��	��*	��� ��3�� � 	�#������ �	 �%����	 ����� ��� ��	�	� ��
��������	��� 	 �����*	��� �� �	&	� �������	�� �� ������� ���( �������	��� ��� ����	����	�
$�� � 	�#������ ����� �������� �	�3%� �	�	 ������� �������� �	&	� �������	��� ��� ��	��*	�	
��	 	�
���� �� 	�#������ �	 �%����	 ����� ��� � ������� �� �����3��� $�	�� �	���� �����	� ���
������	�	� �� 	�% ����� ��������	� �	�	 ������	� � ��� �� �	&	� �������	� ��� �������(

+��%�� 	�J� 	�
���� �� 	�#������ ���#��	� �	 �%����	 ������ ���#��'�� 	 ��������� $�� � ���
�� �	&	� �������	�� ��� ������	��	 	 ��������	 #��	� �� 	�#������( � ����	 �	��� �� 	�#������
$�� ��������	��	 �� ��	 ��$���	 ������	��� % 	 �	��� �������
�� ��� #��	� �� ��������� ���'
����� �� �	�	 ����( 4��� ���$�� 	� �	&	� �������	��� ���� ���� �	 ����� 9(7(= �� �	������ 9�
	������ 	����� $�� �������� �� ���	�� ���	� ��� ���	�� 	����	��� �� ������� ����� 	����
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��� ������ ��		��	� ����� �� ���������(
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����� ��� ��������� ���'����� ��
�	�	 ���� 	�������	�� �� ��#������ <(< ��� % �	�� 
���	( +��� ��� � ��� �� �	&	� �������	���
% ������
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/	 ����	 1� 	 ������ ��(�#���)�
�( �����3�� � ��J&��� ������ �������� !������ �� �	�	
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7 nextElemIndex(nIndex)U
9 nFator = getElem(0, nIndex[0])U
< 7�
 n = 1, . . . , nLastAut − 1
= '� nFator = nFator ∗ getElem(n, nIndex[n])U
A �)' '�
B returnnFatorU
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�� �	�� �� ��� �� �	&	� �������	�� ��� ������� ���(  � ������	�� ����	 ��������	��� �����	�
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�����'T���	��� % � ������ � $�� ������ ��	 �	 ����	 % 	���	� 	 ����	 ���� � �
����� % ��	'
��*	��( +���	���� ��������	��� N � ������ �� 	����	��� �� ������ ���� ni 	 �������� �	
i'%���	 �	���* � nzi � ������ �� ��������� ���'����� �	 �	���* i� � ����� ������	����	� �	
�%����	 ����� �	�	 	 �	��� ���	� �� ������ % ���������	�� ���	 ��#����� �&�������P

N∏
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ni ×
N∑
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nzi

ni
!<(7"

� ����� ������	����	� �	�	 	 �	��� ��������*	��� �� ������ ������� �� ����� ������
���
�	�	 ���������	� �� ���� �� ���3	3����	��� π ��� �� �	��� ����	� ����
��� 	������ � $�	� %
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��������� ���'����� �	 �����	 �	���* �� �����(

[
(N − 2) + nN + nzN

]
!<(9"

/	 �&������� 	���	 ����� (N − 2) ���������	�,�� ����� ��������� �	� N − 1 �	���*�� ����'
��	�( ��%� ������ ���� �	�	 �	�	 ���� ��� #��	��� ���� �	����� ����	�� ��	������	��� �	�	
� �������� �	��� ����	� ����� nN ���������	�,�� ���� ���� π� � �	�	 � ��#����� nzN �����'
����	�,��( �	3����'�� $�� � ������ �� �	����� ����	�� ����
���� 	������ 	 ��	�	� % �	�� ���
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��� �	�	 	 ��������� �� ������(

/���	 ������ ����� ��������	��� � ����� ������	����	� �	 �%����	 ������ �	 �%����	 ������ �
�	�3%� �� 	�#������ �	 �%����	 ����� ��� 	 �����*	��� �	 #��	��� ��� �	�����( ��%� ������ �����
������ ����� �	����	��� �� ��	� ����	�� 	 �������	 ��� ��������	� ��	 �����*	��� �� ��%'�
�����
�	 ��	#��	� KHL � 	 ��#���	 ��������	��� ���	 �����*	���(

� �����*	��� �� ��%'�
����� �	 ��	#��	�� �� ������������ �����*	��� �	 ��	#��	�� �������� ��
�	����	� � 	��	*��	� ����	����� ����� �� ��������� �	 ��	#��	� �������	� �� ��������� �� ��'
���� ���� �����������	��� 	���� �� ��������� �	 ��	#��	� �������	� �	� �	���*�� ���	�� � ���	�
	� �	���*�� ��#	��	� ��� ������ ��������*	���� �� ������( E�� ����� �������'�� � ������ ��
���������	�,�� �� �	�	 ����	��� �	 ��������� �� ������ ���( +�� ����� �	��� � ����� �� ���J'
��	 �	�	 	��	*��	� 	 ��	#��	� �������	� �� ��������� ���� ��� 3	��	��� ��������
�� ����������
�� �	�	��� �� ������ ��� �� $������� � $�	� ���
 	3���	�� �	 	�
���� ��� ������	��� ��
�����(

�3���	��� 	� �J����	� �� ����� ������	����	� �	 �%����	 ����� � ������ �����3�'�� $�� �
����� �	�	 ��	��*	� �� �
������ �	 �	��� ���	� �� �� ������ ��� % �#�	� �	�	 	� ��	� �%����	�(
4��� ������ ���� 	 �	��� ���	� ��� ������� % ���������	�	 	��	%� �� ��	 ���	 �������	�� 	 $�	�
% ��������	 �� �� ���	�J��� �� �������� �������	�� �������� ������	� �	���*�� �������	���(
+�� �����$S����	� 	 #�	��� $�	����	�� �� �	���*�� �������	��� ������	� �� �
������ 	�	3	 	��'
�	��� 	 	��	#�� �� �����*	�'�� 	 �%����	 ������ ��	 �* $�� �����	� ���������	�,�� �� ����	�
���������
��	�(

��	���	���'�� �	�� ���	��	�	����� � �
����� �	 �	��� ���	�� �����3�'�� $�� ���� �	�	 �	��
% �� $�� 	 ���������	��� �� ��������� �� ��	 �	�	 �	���* �� ������ ��� ������� ���������
�� ���� �� ���3	3����	���� �� $�	�� �������� �	 ���	��*	��� �	 �	���* �� ������ �� �������
�������	� ��� 	� �	���*�� �������	���( �� ��8	� 	 ���������	��� �� ���� �� ���3	3����	��� ���
�� �	��� ����	�(  ��� �������� % �&	�	����� � ���� �	 �%����	 ������ ���� ���� �	 �����
9(=(7( +�� ����� ����'�� �������� $�� �	 �����	� � �
����� �	 �	��� ���	� % ��	��*	�� �� ����	 �	��
�������� ���	 �%����	 ������ ���� 	� �����
��� ����	� 	 �%����	 ����� ��� �� �������	 ��� � �����
������
��� �	�	 �����3��� �� ��������� �� ���� 	� $�	� �	�	 �������� �	� �	���*�� �� ������
���� ��� ���������	���( +�� ����� �	��� 	 �	��� ���	� �� 	�#������ �	 �%����	 ������ 	���� ����
	 �	��� ��������*	���� % �	�� T�&��� 	 ���������	�,�� �	�	���	�� ���� 	 ���������	��� �� ����
�� ���3	3����	��� ���	� �	���*�� �� ������ % ��	��*	�	 ���	�	�	����� �	�	 �	�	 �������� �	�
�	���*��� ��$�	��� $�� �	 �%����	 ����� ���	 ����	��� % ��	��*	�	 �����*	���'�� �� ��	 �* �J
����� �� ��������� �� �	�	 �	���* �� ������ ���(

����� 	����� $�	��� �� ��	�	� �� ��	 ���������	��� ��$S����	�� ��#���'�� �����*	� 	 �%����	
����� �	�	 � �
����� �	 �	��� ���	� �� ������� ��$�	��� $�� �	�	 ���������	�,�� �	�	���	�� 	
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�%����	 ����� �����	'�� �	�� 	��$�	�	(
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����3��	
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���

/���	 ����� ����� 	�������	��� � ����� ������	����	� �	�	 	� �%����	� ����� � ����� ���
��������	� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�( �� ��8	� �	*�� �	��� �� �
����� ����� �� ��������� ��'
	#��	�� �	� �	���*�� ���	�� ��� �������� 	���� ���� ���	� 	� �	���*�� ��#	��	� ��� ������
��������*	����(

���	� ���/�	��*�)�+ /�
� � /
*��*
� �=��/+�

�	3����'�� $�� N % � ������ ���	� �� 	����	��� �� ������� E % � ������ �� ������ ���'
�����*	����� ni % � ������ �� ���	��� �� 	����	�� i � $�� nzi % � ������ �� ��	����,�� $�� �
	����	�� i ������ �	�	 �	�	 ����� ���	� � ��������*	��� �� ������� ����'�� �	�������� �	����	�
� ����� ������	����	� �	�	 �	�	 ��	 �	� �%����	�(

+������	������ �8	��� �	�	 � �&����� 	�������	�� ���	 @�#��	 =(7 $�	�� ����	� �� 	�����
�	�	 �	�	 ��	 �	� 	��
��� �	� �J����	� �� ����� ������	����	� �	� �%����	�� ��������	���
	 �	��� ���	� � ��������*	��� �� ������ ���( �3���	��� 	 @�#��	 =(7 � 	 5	3��	 =(7 �	3�'��
$�� �	�	 ���� �&������ � ������ �� 	����	��� N % 6 � � ���	� �� ������ ��������*	���� E % 9(
� 5	3��	 =(< 	�������	 	���	 	 �������� �	� 	��
��� ni � nzi �	�	 	 �	��� ���	� �� ��������
�&����� �� ������ ���(

i ni nzi

1 4 2
2 2 0
3 4 2
4 3 0
5 5 5
6 4 4

5	3��	 =(<P �������� �	� 	��
��� �	�	 	 �	��� ���	� �� �������� ������ ���

i ni
nzi

e8 e9 e10 e11 e12 e13 e14 e15 e16

1 4 1 1 1 1 1 4 4 4 4
2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1
3 4 3 4 4 4 4 1 4 4 4
4 3 3 3 2 2 3 3 3 2 3
5 5 5 5 5 5 5 1 1 1 1
6 4 4 4 4 4 4 3 4 4 4

5	3��	 =(=P �������� �	� 	��
��� �	�	 	 �	��� ��������*	��� ������	 � ��#	��	 �� ��������
������ ���



B= �������� �
 ������� �������

/	 5	3��	 =(= ��� 	�������	�	� 	� ������,�� �	� 	��
��� ni � nzi �	�	 �	�	 ����� ��������'
*	��� �� ������� ���������'�� 	 �	��� ��������*	��� �� �������� �&����� �� ������ ���( E���
������ 	����	�� ����� ������ 	�������	 ��	� �� �	�� ��	����,�� �	���� �� �� ����� ���	��
�	�	 ������ �����*	��� � ����� ����� ��������*	���� ����'�� ��������	� �� 	����� 	�������	���
�	 5	3��	 =(= �	�	 	� �	���*�� ������	� � ��#	��	� �� ������(

E�������	��� 	� 5	3��	� =(< � =(=� � 	���	 	 �J����	 �� ����� ������	����	� �	�	 	 �%����	
������ � �������� �&����� �� ������ ��� 	�������	 � ��#����� ����� ������	����	� !�
�����
�������� �� 	������� I"P

1+2E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 171.992

+���	���� �����*	���'�� 	 �%����	 ����� ��� ������
��	� 171.992 ���������	�,�� �� �����'
T���	��� �	�	 �	�	 ����	��� �	 ��������� ����� �������� �&����� �� ������ ���( ����	 ����	�
���'�� ��	 ����� �� ����� �� �������	����� ������
��� �	�	 ��	��*	� ���� �
�����(

�	3���� $�� nN � nzN ��� ��������	����� 	 ����� � � ������ �� ��������� ���'����� �	
�	���* �� ������ 	����	�� �� ������ ���� �� �	�� � 	����	�� A(6)� � ����� ������	����	� �	
�%����	 ����� �	�	 ���� �&����� % !�������� � 	������� I �	�	 ���	���� �� �
�����"P

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
= 20.160

+���	���� �� 	 �%����	 ����� ��� �����*	�	 �	�	 ������� ���� �&����� �� ������ ���� �����
������
��	� 	���	� 20.160 ���������	�,�� �� �����'T���	��� �	�	 �	�	 ����	���� 	� �	��� $��
�	�	 	 �%����	 ����� ����	� ������
��	� 171.992 ����	� ����	�,��(

���	� ���/�	��*�)�+ /�
� � ��4�)'� �=��/+�

��	���	��� 	 @�#��	 =(9 � 	 5	3��	 =(9 �3���	'�� $�� �	�	 ���� ��#���� �&����� �� ������
���� � ������ �� 	����	��� N % 6 � � ���	� �� ������ ��������*	���� E % 8( �� 5	3��	� =(A�
=(B � =(C 	�������	� 	���	 	� ������,�� �	� 	��
��� ni � nzi �	�	 	 �	��� ���	�� ��������*	���
������	 � ��������*	��� ��#	��	 ��������	����� �	�	 ���� ������ ���(

E�������	��� �� 	����� 	�������	��� ���	� 5	3��	� =(A� =(B � =(C� � �
����� �� ����� ������	'
����	� �	 �%����	 ����� �	�	 ���� �&����� �� ������ ��� ����	 !�
����� �������� �� 	�������
I"P

1+2E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 187.968
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 ������� �� ����� ������������� BA

i ni nzi

1 4 2
2 4 4
3 3 0
4 6 4
5 4 2
6 2 0

5	3��	 =(AP �������� �	� 	��
��� �	�	 	 �	��� ���	� �� ��#���� ������ ���

i ni
nzi

e7 e8 e9 e10 e11 e12 e13 e14

1 4 3 2 4 4 4 4 4 4
2 4 4 4 4 4 4 4 4 4
3 3 3 2 2 3 3 3 3 3
4 6 6 6 6 2 2 2 1 6
5 4 4 4 4 4 2 2 1 1
6 2 2 2 1 1 2 2 2 1

5	3��	 =(BP �������� �	� 	��
��� �	�	 	 �	��� ��������*	��� ������	 �� ��#���� ������ ���

i ni
nzi

e7 e8 e9 e10 e11 e12 e13 e14

1 4 2 2 4 4 4 4 4 4
2 4 4 4 4 4 4 4 4 4
3 3 3 1 2 3 3 3 3 3
4 6 6 6 6 2 2 2 1 6
5 4 4 4 4 4 2 2 1 1
6 2 2 2 1 1 2 2 2 1

5	3��	 =(CP �������� �	� 	��
��� �	�	 	 �	��� ��������*	��� ��#	��	 �� ��#���� ������ ���

+���	���� �����*	���'�� 	 �%����	 ����� �	�	 ������� � ��#���� �&����� �� ������ ����
��� ������
��	� 187.968 ���������	�,�� �� �����'T���	��� �	�	 �	�	 ����	��� �	 ��������� �����
������(

+	�	 ���� ����� �&������ ����'�� �	����	� �	�3%� � ���
�� ����� ������	����	� �	�	 	
�%����	 ������ � $�	� ����	 !���	���� �� �
����� �� 	������� I"P

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
= 49.344

+���	���� �� �����*	���� 	 �%����	 ����� �	�	 ������� ���� ����� �&����� �� ������ ����
����� ������
��	� 49.344 ���������	�,�� �� �����'T���	��� �	�	 �	�	 ����	��� �	 ��������� �����
������(
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 ������� �������

���	� ���/�	��*�)�+ /�
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E��� ���� 	������������� �� �	������ <� �	�	 ������� ��� �	&	� �&�����	����� �����	����
% ������� ��	��*	� ��	 �����*	��� �� �
����� �	 �	��� ��������*	��� ��� ������� ���( � ��%�	
% �����*	� � �������� �� �����3���	 ��� �	����� ����	�� ����
���� 	������� ��	������	��� 	�
���������	�,�� 8
 ��	��*	�	� ����� �� ��������� �	� �	���*�� �� ����� �	����	��(

� �J����	 �� ����� ������	����	� ���#��	� �	�	 	 �	��� ��������*	��� �	 �%����	 ����� �����'
���	 $�� 	� ���������	�,�� ����� �� ��������� �	� �	���*�� ��� ��	��*	� ���	 �* �	�	 �	�	 �	���
����	� ����
��� 	�����( ��	���	��� ��	����� ���	 �$�	���� ���	'�� $�� �	�	 �	�	 �����
���������	�	� ���� ������ ��� ����	3���*	�	� N − 2 ���������	�,��(

���
� ��� �
������� ���!����  ���  ��
	 �����������
	�

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])

4��������	���'�� 	 �����*	��� �������	� ��� �� �	*�� ������
��	� �	��	� ���������	�,�� �	�	
�����3��� �� �	����� ����	�� ����
���� 	������( � �J#��	 % �������� �� % ������� ��	��*	� �����	�
���������	�,�� ����� ���� �� �	�� �������� 	��	���'�� �� ������ �� �	�	 �*� ����'�� 	��	'
*��	� ��	 �	��� �� �
����� �	�	 ��� ��	������	�	� ���	��� 	���� �������,�� �� ���������	�,��
8
 ��	��*	�	�� �8	��� �� �&����� ��$����P

"# �	��$	�  ��� �	�	� �	��������%

3 × 4 × 2 × 5

3 × 4 × 2 × 8

3 × 4 × 6 × 5

3 × 4 × 6 × 8

&	� �
�����'�� �	���� �	�	����� 12 ���
� ����'$	��

3 × 4 × 2 × 5 = 12 × 2 × 5 = 24 × 5 = 120

3 × 4 × 2 × 8 = 12 × 2 × 8 = 24 × 8 = 192

3 × 4 × 6 × 5 = 12 × 6 × 5 = 72 × 5 = 360

3 × 4 × 6 × 8 = 12 × 6 × 8 = 72 × 8 = 576

��� �
�����'�� �	���� �	�	����� � 	��� 7 ���
� ����'$	��
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 ������� �� ����� ������������� BC

3 × 4 × 2 × 5 = 12 × 2 × 5 = 24 × 5 = 120
× 8 = × 8 = 24 × 8 = 192

×6 × 5 = 12 × 6 × 5 = 72 × 5 = 360
× 8 = × 8 = 72 × 8 = 576

/���� ��$���� �&����� 8
 ����'�� ��� ��	 ����� �	 $�	����	�� �� ���������	�,�� $�� ����	�
���	�	� ���	 �����*	��� �� �
�����( +����3�'�� $�� �� ������	��� ���������
���� 12� 24 � 72 ���
	��	*��	��� � �������*	��� �	�	 �� ��J&���� �
������� ���	��� 	���� ��	 �%��� �� ���������	�,��
���������
��	�(

>�#�� ��������	��� ���	 �����*	���� ����'�� ��������� 	 �J����	 �� ����� ������	����	�
�	�	 	 �	��� ��������*	��� �	 �%����	 ����� �	 ��#����� ����	P

2E∑
k=1

⎛
⎝N−1∑

i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
+

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]⎞⎠ !=(7"

����� 	����� ��������	��� $�� �� �&������ 1 � 2 �� ������ ��� 	��������� 	���	� �	&	�
�����	����� � ����� ������	����	� �	�	 ����� �����*	��� � 	�#������ �����*	�� �	 �%����	 �����
����	 !�
����� �������� �� 	������� I"P

 &����� 1P

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

⎛
⎝N−1∑

i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
+

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]⎞⎠ = 17.468

 &����� 2P

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

⎛
⎝N−1∑

i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
+

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]⎞⎠ = 35.056

&���� ����
 �
�������
��� �
� 
����3��	
 � ���
���

� ����� ������	����	� �	�	 	� �%����	� ����� � ����� 	�������	�� ����	 ����� ��	 ��
��������	��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�( �� ��8	� ��� ������	��� �� �
����� ����� �� ���������
��	#��	�� �	� �	���*�� ���	�� ��� �������� 	���� ���� ���	� 	� �	���*�� ��#	��	� ��� ������
��������*	����( ����	 ����	� � ������ �� ���������	�,�� �� �����'T���	��� ����	����� ���
 ��'
��*���( ;�8	��� 	 ��#��� ���� ����	� �� ������ ������	����	�� �	�	 �� ���� �&������ �����	���(



BH �������� �
 ������� �������

���	� ���/�	��*�)�+ /�
� � /
*��*
� �=��/+�

5���� ��	��*	�� � �
����� �� ����� ������	����	� ��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�� ����	'��
�
��� �� �����3��� � ����� ��������	��� ���	 �����*	���( I	��	 ���	*�� �� �
������ �	 �	��� ���	�
�� ������� ��	 �* $�� �� 	����� �� nzi �	�	 	� �	���*�� ���	�� ������ ������	�,��� ���	�
��� � ������	�� �	 �	��� ��������*	��� ������	 �3���� 	������������� � ��� �� �����������	� �
�
����� �	 �	��� ��������*	��� ��#	��	 �� ������ ���(

i ni nzi

1 4 1
2 2 0
3 4 1
4 3 0
5 5 3
6 4 2

5	3��	 =(HP �������� �	� 	��
��� �	�	 	 �	��� ���	� �� �������� ������ ���

E�������	��� 	 5	3��	 =(H� $�� 	�������	 	 �������� �	� 	��
��� ni � nzi �	�	 	 �	��� ���	�
�� �������� �&����� �� ������ ��� ��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�� � ����� ������	����	� �	�	
	� �%����	� ����� � ����� ����	� !���	���� �� �
����� �� 	������� I"P

���
� ��� �
������� �� 
������ �����  ��� 	�
	 ���	�� ����

1+E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 86.208

���
� ��� �
������� �� 
������ �����  ��� 	�
	 ���	�� ����

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
= 10.272

+���	���� �3���	'�� $�� ��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�� � ������ �� ���������	�,�� �� �����'
T���	��� �	�	 �	�	 ����	��� % ����*��� �� ����	 ��#����	��	� �	��� �	�	 	 �%����	 ����� $�	���
�	�	 	 �%����	 �����(

���	� ���/�	��*�)�+ /�
� � ��4�)'� �=��/+�

����� ���� ��	��*	�� �	�	 � �&����� 	�������� �	�	 �����3��� � ����� ������	����	� ���'
�����	��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�� ���'�� ���	����	� 	���	� 	 �	��� ���	� �� ��#���� ������
��� �� �&�����(



�
	
 ������� �� ����� ������������� BD

i ni nzi

1 4 1
2 4 2
3 3 0
4 6 2
5 4 1
6 2 0

5	3��	 =(DP �������� �	� 	��
��� �	�	 	 �	��� ���	� �� ��#���� ������ ���

E�������	��� 	 5	3��	 =(D� $�� 	�������	 	� ������,�� �	� 	��
��� ni � nzi �	�	 	 �	���
���	� �� ������ ��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�� � ����� ������	����	� �	�	 	� �%����	� ����� �
����� ����	� !�
����� �������� �� 	������� I"P

���
� ��� �
������� �� 
������ �����  ��� 	�
	 ���	�� ����

1+E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 94.656

���
� ��� �
������� �� 
������ �����  ��� 	�
	 ���	�� ����

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
= 26.592

+���	���� �	�� ��	 �* �����	'�� $�� ��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�� � ������ �� ��������'
�	�,�� �� �����'T���	��� �	�	 �	�	 ����	��� ������� ��#����	��	����� �	�	 	�3	� 	� �%����	�(

���	� ���/�	��*�)�+ /�
� ����� �	*�*.�'�

E�������	��� $�� 	 �����*	��� ��� �	����� �������	 �	�	 � 	�#������ �	 �%����	 ����� ������'��
������� O �	��� ��������*	��� �� ������� � $�� 	 �����*	��� �	 ��	#��	� ��� ������	 � �
�����
�	 �	��� ��������*	��� ������	� ����'�� �����*	� ���	� ��	� �����*	�,�� �� ���8����� �3�����
�� ����� ������	����	� �� 8.926 � 18.800 �	�	 � �������� � ��#���� �&������ �� ������ ���
��������	�����(

&���" (�!���� 
� ;������
� <���
�

��J� �	����	� � ����� ������	����	� �	� �%����	� ����� � ����� �	�	 �� ���� �&������ ��
������ ��� 	�������	��� ���	� @�#��	� =(7 � =(9� % ������� �	*�� ��	 	�
���� ��3�� �� ������	���
�3�����(



C: �������� �
 ������� �������

5%����	
��� ��	#��	� E�� ��	#��	�

 &����� 7  &����� 9  &����� 7  &����� 9
����� 171.992 187.968 86.208 94.656
����� 20.160 49.344 10.272 26.592

����� *����+�
� 17.468 35.056 8.926 18.800

5	3��	 =(7:P E���� E�����	����	� �	�	 �� ������� ��� �� �&�����

� 5	3��	 =(7: 	�������	 �� ������	��� �� ����� ������	����	� �	�	 �	����	� ��	 ����	��� �	
��������� ��� �&������ 1 � 2 	��	%� �	� �%����	� ����� � �����( � ����� ������	����	� % �����'
����	�� ���� ������ �� ���������	�,�� �� �����'T���	��� ������
��	� �	�	 ��	��*	� � �
�����(

��	���	��� �� ������ ������	����	�� �	� �%����	� ����� � ����� �	�	 �� ���� ������� ���
	�������	��� ����	 ������ �����3�'�� ��	�	����� �	 �����	 $�� 	 �%����	 ����� 	�������	 �� ��'
�������� 3	��	��� �������� 	 �%����	 ����� �	 ��������� ������ �������� ��8	 �����*	���'�� 	
�����*	��� �	 ��	#��	� �� ���(

��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	� 	 �%����	 ����� �3��� �� ����� ������	����	� �	�� �� 8, 5
�*�� ����� �	�	 � �&����� 1 � �� 	���&��	�	����� 3, 8 �*�� ����� �	�	 � �&����� 2( E��'
�����	��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�� 	 �%����	 ����� �	��%� ��	 3�	 	��	#�� �� ���	��� 	
������ ���%� ������� �� �����( +	�	 � �&����� 1� 	 �%����	 ����� 	�������	 �� ����� �����'
�	����	� $�	�� 8, 4 �*�� ������ $�� 	 ������ ��$�	��� $�� �	�	 � �&����� 2 ���	 ���	��� % ��
	���&��	�	����� 3, 56( +���'�� 	���3��� ���	 ��$���	 ��������	 �	 	��	#�� �	 �%����	 �����
��3�� 	 ������ $�	��� �����*	'�� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�� 	� �	�� �� $�� ��� ���	 �����*	���
��� ��� ����	3���*	�	� 	� ���������	�,�� �	 �	��� ��������*	��� ��#	��	 �� ������� 	 $�	� 	
�%����	 ����� ��	��	 	��	#�� �� ���	��� 	 �%����	 �����( +��%�� �����3�'�� $�� �	�	 	�3	�
	� �%����	� 	 �����*	��� �	 ��	#��	� ����* ��������	������� � ����� ������	����	�� ������'
��	��� 	���� $�� 	 �����*	��� �	 ��	#��	� �	�3%� % 
���	 �	�	 	 �%����	 �����(

��%� ������ �����*	���'�� 	 �����*	��� �	 #��	��� ��� �	����� �	�	 ������� ��� �	&	� �&'
�����	����� �����	����� �3���	'�� $�� � ����� ������	����	� �	 �%����	 ����� ������'�� 	���	
������� 	�������	��� ��	 ������� �� ������ �� ���������	�,�� �� 	���&��	�	����� 13% � 29%
�	�	 �� �&������ 1 � 2 ��������	�����( � $�� 	�����	 	���	 �	�� 	 	��	#�� �	 �%����	 �����
�� ���	��� 	 ������ ���#	��� 	 	�������	� �� ����� ������	����	� $�	�� 7: �*�� ����� �	�	
� �������� �&����� � 	���	 �� 5 �*�� ����� �	�	 � ��#���� �&�����( E�����	���'�� 	�����
$�� 	 �����*	��� �������	 �	�	 	 �%����	 ����� ����* ��#����	��	����� � ������ �� ��������'
�	�,�� �� �����'T���	��� ������
��	� �	�	 ��	��*	� � �
����� �� �	�	 ����	��� �	 ��������� ��
������ ���(

E�������	��� $�� �	�	 ������� �� ������ ��� ����	������ ��� ������
��	� ������	� ���'
�	�,�� � $�� �� ������ ������	����	�� 	�������	��� ���	 5	3��	 =(7: ��� �	�	 � �
����� �� 	���	�
��	 ����	��� �	 ��������� ��� ������� ���� ����'�� ��	#��	� � $�	��� ����	 � #	��� ���	� ��
���������� �	�	 	 ��������� �������	 �� �� ������ ���(



�
�
 ������� �� ��������� ������� C7

$�� ������� �� ��������
� -����
�

� 	�
���� �� ����� ������	����	� % ������	��� �	�	 ����	����	� �� ������� ��	��*	��� �
�	�3%� �	�	 �����	8	� �� ���$���	����� 	 �������	� �� ������� �	�� ����� ������	��� ��J�����
��8	� ��������( ������ ��������	��� $�� �� ������	��� �	 	�
���� �� ����� ������	����	� �	
�%����	 ����� ���	� ����� ��#����	����� ����	'�� 
���	 	 ��	��*	��� �� ��	 	�
���� ��3�� ��'
����	��� ��
����� ����	 �%����	( ��	��*	��� ���	 	�
���� ���
 ������� �����	� �� �� ������	���
��J����� �� ������	� �	 ��
���	� ���	��� 	���� � 3�� ���������� �	 �%����	 �����(

+	�	 ��	��*	� ��	 	�
���� ��3�� ������	��� ��
����� ��� ������� ���������	� � 	�#������ �	
�%����	 ������ ��	 �* $�� ������	 ���������	��� ����� 	�#������ �	�	 ���� ��	��*	�	 	�%
�����( >�#�� ��	 ��	 ����� �	 ����	����	 ���� ��� ���������	 ��������� � 	�#������ �	
�%����	 �����( ����	 ����	� ��� ������� ��	��*	� ������ ��
����� ��� 	� ��	� �%����	�� ���� � 	�#�'
����� ����� 8
 �	�	 ���� ���������	�� ����	 ����	����	(

N ������	��� �	�����	� $�� 	 	�
���� ��	��*	�	 ����� ��	3	��� % �&�����	����� ���%���	 �
3	����'�� 	���	� �� 	�#������� ��$S����	�� �	�	 	�3	� �%����	�( �� ��8	� ��� ���	� ��	��*	'
�	� ���������	�,�� �	�	���	� � ��� �����*	�,�� 	�#�������	�� ���� 	 �����*	��� �� �	����� ��
����.	��� �	�	 �����*	� ��������	�	� ����,��(

� ���������	��� �	 �%����	 ����� ��� ��	��*	�	 �����*	���'�� � 	�#������ ����� �	�	 	 �	���
��������*	��� � � 	�#������ ����� �	�	 � �
����� �	 �	��� ���	� ��� ������� ���� ��	 �*
$�� �	 �����	 �	�	 ���������	�,�� ��$S����	�� ���� 	�������	'�� �	�� 	��$�	�� �	�	 ���	 �	���(
+��%�� �� ������� 	�#�� ���� ��T�����	 ��� ������	��� ��� ������ ��	��*	���� ���� 	 ������'
�	� ��������	 ����� ���	� ��	� �%����	� ���
 �&	�	����� �	 �	��� ��������*	��� ��� ������� ���(

+	�	 �3��� ������	��� ��
����� 	��	%� �	 ����	����	 ���� � �����*��'�� ��	����� �� ����
�&������ �� ������� ��� 	�������	��� ���	� @�#��	� =(7 � =(9( �� �
������ ���	� ��	��*	���
��3�� � ������	 ����	����	� ,���( �� �� ������	��� +������ 4; Y��� 2, 2 ?Z* ��� 512 )I
�� ���J��	 �	��� � 4 ?I �� ���J��	 �������	�(

��%� ������ ��� � ������� �� �3��� ������	��� �� ����� �	�� ��������� ���	� �&����	�	� ��*
�*�� �	�	 �	�� �� ������ ��� 	���&��	�	����� 1.000 ����	�,��� � ��������	�� ���� ������	��
��	� 	 �%��	 ��� ������ �3�����( >�#�� ����� ������	��� 	�������	��� �	� �	3��	� � #�
���� �	�
��J&��	� ���,�� ��� ���������� 	� ����� �� �&������ �� 1.000 ����	�,�� �	 ��������� �� ������
���(

+	�	 ������#��� �� ������	��� �	 �%����	 ����� ��� � ��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	� �	� �	3��	�
� #�
���� 	�������	��� ����	 ������ ���	3������'�� $�� 	 ��#���	 �������� ���������	 ������	���
�	 �%����	 ����� ��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�� 	� �	��� $�� 	 ��#���	 ������-� ���������	 ��
������	��� ��� ���	 �����*	���(

&���� ;������
� ��� � 
����3��	
 � ���
���

/���	 ����� ����� 	�������	��� � 	�	���	��� 	�#��� ������	��� ��
����� �	�	 	 �%����	 �����
��� ��������	� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�( ��%� ������ ��� 	�������	��� �� ������	��� �	�	 	
�%����	 ������ ���%� ���	 �����*	��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�� ��	 �* $�� ��� �&���� 	 ��'
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�������	��� ����	 �%����	 ��� ���	 �����*	���( ����� 	����� ����	'�� ������
��� 	�������	�
�	�3%� � ���	� �� ���J��	 �&�#��	 ��� �	�	 ��	 �	� �%����	�� �	�	 ����� �����3����	� ��	
	�
���� �� �����R3�������� �� �	�	 �%����	(

����+	�'�� /�
� ��'�+�� ��� 	�=�� �=�+��*-���)	� ��)�	�)	��

+������	����� ���	� ��	��*	��� ������ ��� �� ���� �&������ �� ������� ��� �������� 	��'
�	� �	&	� �����	����� �� ��8	� ������	 �	&	 ��� ������� ��� ������	 	��	%� �� ������( ����	
����	� ���
 ������� 	�	���	� ��� �	��� �������� � ���������� �	� �%����	�� ��	 �* $�� �
����� $�� �� #	��	��	 �	�	 		��	� ����,�� ��� % ����	3���*	��(

� @�#��	 =(< 	�������	 � #�
��� ��� �� ������ �� �&������ �3����� 	��	%� �	 ����	����	
���� �	�	 	� �%����	� ����� � ����� �	�	 �� ���� �&������ ��� ��� �	&	� �&�����	�����
�����	����� 	�%� �	 ���J��	 ��������	 ��� �	�	 ��	 �	� �%����	�(

5%����	
 &����� 7  &����� 9

5���� )��J��	 5���� )��J��	
����� 1, 79 � 92 [I 2, 23 � 109 [I
�������� 1, 60 � 3 [I 1, 23 � 3 [I

�������� *����+�
� 1, 17 � 3 [I 1, 01 � 3 [I

@�#��	 =(<P 5���� � ���J��	 �	�	 	 �&������ �� ������� ��� �	&	� �����	����

�3���	��� � #�
��� � 	 �	3��	 �	 @�#��	 =(<� �����3�'�� $�� 	 �%����	 ����� ����� ��� �����'
*	� 	 �����*	��� �	 ��	#��	� 	�������	 �� ������ ���������� $�� 	 �%����	 ������ �	��� �	�	
� �&����� 1 $�	��� �	�	 � �&����� 2( ��%� ������ � ������� �� ���J��	 ��� 3	��	��� ��������
�	 �%����	 ������ � $�� 8
 �� ����	 ���� �	�� �� ���	 ��� ���	� �����*	��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�(
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�
 ������� �� ��������� ������� C<

/��	'�� �	�3%�� $�� 	 �%����	 ����� �3��� �� ���������� ������ �	�	 � ��#���� �&������
� $�� ��� ��	 	 ���� $�� 	� �	�	���������	� ����� �&����� ��8	� �	�� �	��
��� 	� 	�#������ �	
�%����	 �����(

����	� % ������� �����	� � ���������� �	 �%����	 ����� $�	��� �����*	�	 	 �����*	��� �	
#��	��� ��� �	����� ����	�� ����
���� 	������( +����3�'�� $�� �	�	 	�3�� �� �&������ ���	
�����*	��� �� �����	 
���	� ��	 �* $�� �3���'�� ��	 ������� �� ����� �� �&������ �� 	���'
&��	�	����� 27% � 18% �	�	 �� �&������ 1 � 2 ��������	�����(

����+	�'�� /�
� ��'�+�� ��� 	�=�� 7�)�*�)�*�

F�	 �* 	�	���	��� �� ����������� �	� �%����	� �	�	 ������� ��� ��� �	&	� �&�����	'
����� �����	����� % ������	��� �����	� �	�3%� � �������	����� ����	� �%����	� $�	��� ��
������� ��� ������� �	&	� �������	��( 4��� ���$�� 	 �	����	 ��� ������	� �����	��� �� ���

�&�#� ���� ���� �� �	&	 �� ��	������(

� @�#��	 =(= 	�������	 � #�
��� ��� � ����� � 	 ���J��	 �&�#��	 �	�	 	 �&������ �	�
�%����	� ����� � ����� �	�	 �� �&������ �� ������� ��� ��� �����	� �	&	� �������	��(

5%����	
 &����� 7  &����� 9

5���� )��J��	 5���� )��J��	
����� 2, 69 � 92 [I 2, 89 � 109 [I
�������� 4, 42 � 3 [I 3, 99 � 3 [I

@�#��	 =(=P 5���� � ���J��	 �	�	 	 �&������ �� ������� ��� �	&	� �������	��

�� ������	��� 	�������	��� ���	 @�#��	 =(= ��������	� $�� � ����� �	�	 		��	� �	&	� �����'
��	�� 	���	 % 3	��	��� ���	��� �������	������ �	�	 	 �%����	 �����( +����3�'�� ��	�	����� �����



C= �������� �
 ������� �������

���� �	�	 ������� ��� �	&	� �������	�� � ��� ���������� �������� ��#����	��	������ ������'��
����� �������� $�� 	 �%����	 �����( �� $�	�$��� ����	� �� ������	��� �	�	 	 �%����	 ����� ���
	���	 	���� 3	��	��� ��������	����� ��	 �* $�� ���	 ��� ��* ��� �	 �����*	��� �	 ��	#��	� �
�	�3%� ��� �� ��	�	� �	 ��	 �������	 ���������	���( ��%� ������ � ������ �	 �����*	��� ���
�	����� ���� ��� 	�������	��� �� ����	 	 	3�	�#�� �	�3%� ������� ��� �	&	� �������	��� � $��
����	����� ���	 ������	� ��������	������� � ���������� �	 �%����	 ����	� ����	�,��(

&���� ;������
� �
� � 
����3��	
 � ���
���

/���	 ����� ����� 	�������	��� � 	�	���	��� 	�#��� ������	��� ��
����� �	�	 	� �%����	� �����
� ����� �	�	 �� ������� ��� �� �&������ ��������	���'�� 	 �����*	��� �	 �����*	��� �	 ��	#��	�
�	�	 	�3	� 	� �%����	�(

����+	�'�� /�
� ��'�+�� ��� 	�=�� �=�+��*-���)	� ��)�	�)	��

� @�#��	 =(A 	�������	 � #�
��� ��� �� ������ �� �&������ �3����� 	��	%� �	 ����	����	
���� �	�	 	� �%����	� ����� � ����� �	�	 �� ���� �&������ ��� ��� �	&	� �&�����	�����
�����	����(

5%����	  &����� 7  &����� 9
����� 1, 79 � 2, 23 �
������-� 0, 89 � 0, 86 �

������-� *����+�
� 0, 81 � 0, 76 �

@�#��	 =(AP 5���� �� �&������ �	�	 ������� ��� �	&	� �����	����

���	%� �	 @�#��	 =(A % ������� 	�	���	� � ���������� �	� �%����	� ����� � ����� $�	���
�����*	�	 	 �����*	��� �	 ��	#��	�( +����3�'�� $�� �	�	 �� ���� �&������ 	 �%����	 ����� 	���'
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����	 �� ����� ����� �� �&������� ���#	��� 	 ��� ����� �	 ���	�� �� ����� #	��� ���	
�%����	 ����� �	�	 	�3�� �&������( 4��� ��������	 $�� �	�	 ������� ����� �&������ 	 �%����	
����� ����	����� ����	 	 ������ �����(

��%� ������ �	�� ��	 �* 	 �����*	��� �������	 �	�	 � �������� �� #��	��� ��� �	����� 	���'
������ ������	��� ��#����	����(

����+	�'�� /�
� ��'�+�� ��� 	�=�� 7�)�*�)�*�

� @�#��	 =(B 	�������	 � #�
��� ��� �� ������ �� �&������ �	� �%����	� ����� � ����� �	�	
�� �&������ �� ������� ��� ��� �����	� �	&	� �������	��(

5%����	  &����� 7  &����� 9
����� 2, 69 � 2, 89 �
������-� 2, 46 � 2, 18 �

@�#��	 =(BP 5���� �� �&������ �	�	 ������� ��� �	&	� �������	��

� @�#��	 =(B 	�������	 ������	��� 3	��	��� 	���	����� �� ���	��� 	 ��������� �� �������
��� ��� �	&	� �������	�� 	��	%� �	 �%����	 ������ ��	 �* $�� ����� ����� 	 �������	 �����'
����	��� ����	 �%����	� �� ������	��� ���	� ��������	������� �������� �� $�� �� �3����� ���	
��	������	� �%����	 �����(

&���" .4����
 �
� ����� �����
 � ����
�

� �����*	��� �	 ��	#��	� % ��	������ 3	��	��� ��������	��� $�	��� �� ��� ��������� ���J'
��	 ��������� �	�	 	��	*��	� 	 ��	#��	� �� ������ ��� 	 ��������	�� �� ��	��*	� ����( +��%��



CB �������� �
 ������� �������

�� ���� ��� �������� 	 �����*	��� ����� ��	 	���	��� ������� 	�% ����	� � ���������� �	 �%����	
�����*	�	(

E�������	��� $�� 	 �%����	 ����� 	�������	 �� ����� ������	����	� ��#����	��	����� �����
$�� � ����� 	�������	�� ���	 �%����	 ����� � $�� �� ������	��� ��
����� ������	� �� ������
���������� �	�	 	 �%����	 ������ ����'�� ��� ��� ��������	��� �����*	� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�
�	�	 ���	 �%����	� ���� ����� 	�����	��� �� ����� � ����� ������	����	�� � #	��� �	 �����'
*	��� �	 ���J��	 ����	 �������	���(  ��	 ������� �����	 ��� ���	�	 �	�� 	 �	��� ����������
�� �	�	��� �� ������	 �����	��(

E�� ������� �� ��������	� $�� �	�	 ������� �	����� 	 �����*	��� �	 ��	#��	� ���� ��� ���
��������	���� �����'�� �� �&����� �� ������ ��� ��� 12 	����	��� ��� � ������ �� ���	���
	��	��� ����� 2 	 6� ���	��*	��� �� 10.616.832 � ���	�� �� ���	��� �� ������( E	������'�� �����
� ����� ������
��� �	�	 �&����	� �	�	 ����	��� ����� ������ �����*	���'�� 	 �%����	 ����� ���
	 �����*	��� �	 ��	#��	� � 	 �%����	 ����� ��� ���	 �����*	���( +	�	 �� �
������ ��� �����*	�� ��
������	��� ��� �� �������	��� +������ 4; 2, 8 ?Z*� 256 )I �� ���J��	 �	��� � 512 )I ��
���J��	 �������	�� ��3�� � ������	 ����	����	� ,���(( � @�#��	 =(C 	�������	 ��	 �	3��	 ��� �
����� �� �&������ �	�	 	���	� ��	 ����	��� �	 ��������� ����� ������� 	���� ���� 	 ���J��	
��������	 ��� �	�	 �%����	( ��%� ������ ���	 �#��	 	�������	 �	�3%� �� #�
��� ����	�	���
�� ������ �� �&������(

5%����	 5���� )��J��	
����� 15, 51s 324 )I
����� 8, 17 � 30, 4 )I

����� *����+�
� 6, 53 � 30, 4 )I

@�#��	 =(CP 5���� � ���J��	 ������
���� �	�	 �&����	� � ������ ��� �� �&�����

�3���	��� 	 @�#��	 =(C� �����3�'�� $�� �	�	 ���� ������ ���� 	 ���������	��� �	 �%����	
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 ������� �� ��������� ������� CC

����� ��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	� ���������� �� �� #�	��� ����� �� ���J��	� ����	���
������
��� 	 ��	��*	��� �� ����� � $�� 	�	3�� ��T�����	��� �����	����� �� ��� ����������( +��
���� ������ 	 �%����	 ����� ��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	� 	��������� �� ���������� 3	��	���
��������( +����3�'�� 	���	 $�� �����*	��� 	 ����� �����*	�	 �	 �%����	 ������ 	 $�	� ��	��*	
����� ���������	�,�� �	�	 �	����	� �	�	 �	��� ����	� ����
��� 	������ � ���������� % 	���	
������� ���#	��� 	 ����*�� �� 	���&��	�	����� 58% � ����� �� �&������ �� �	�	 ����	���(

&���& :�����*�� � �������
� ���� � �$����� �����

��#��� ������� 8
 ��������		� $�� 	 ����� ��� 	����	��� �� ������ ��� ��T�����	 �
���������� �	 �%����	 �����( /	 ���	��� � $�� ��	������ ��T�����	 	 �%����	 ������ 	���� ����
	 ��J���	 �%����	 ������ % 	 ����� �	� �	���*�� �� �	�	 ����� �� �
����� �	 ����	��� �	 ����'
����� �� ������ ���(

5���� ����� 5����
1 1 − 2 − 3 − 4 − 5 − 6 0, 94 �
2 1 − 2 − 3 − 4 − 6 − 5 1, 41 �
3 1 − 2 − 3 − 6 − 5 − 4 1, 27 �
4 1 − 2 − 6 − 5 − 4 − 3 1, 02 �
5 1 − 6 − 5 − 4 − 3 − 2 1, 55 �
6 6 − 5 − 4 − 3 − 2 − 1 1, 93 �
7 5 − 4 − 3 − 2 − 1 − 6 0, 99 �
8 5 − 4 − 2 − 1 − 6 − 3 1, 01 �
9 4 − 2 − 1 − 6 − 3 − 5 1, 35 �
10 2 − 1 − 6 − 3 − 5 − 4 1, 21 �

@�#��	 =(HP 5���� �� �&������ �	�	 	��	�,�� �� �&����� 7



CH �������� �
 ������� �������

� �%����	 ������ ��� �&����� 	 �	�� ����� � ��� 8
 ��� ���� 3	��	��� �����	�	� 	�������	
��	 ���������	��� ���� 	� �	���*�� ��� ������	�	� �� ����	 	 ��	��*	� � �
����� �� �	�	 �����
��� 	 ������ ���������� ������� ����	� �	���*��( � 	�#������ ����	 �%����	 ��� ���������	��
���	 �������	 �* �� 7DHC ��� +�	��	� K7BL� � ����	�� ���� �*�� ����� �����(  � 7DD:� ���� K7AL
��	��*�� 	 �������	 ������� �� 7DD= � 7DDC ��� 	 �* �� @���	���� KC� HL �	� 	 ��	 ������3�����
����	��� ��	����� � 	�#������ �	 �%����	 �����( 4��� ��������	 � $�	��� 	 �%����	 �����
8
 ��� ������	�	 	� ���#� �� �����(

+�� ����� �	��� 	 �%����	 ����� ���
 	���	� �	 ��	 �������	 ������ ���������	�	 ���	��� 	
�&������ ����� ��	3	���( ����	� �	 ���������	��� �� 	�#������ ����	 �%����	 ��� ���� ��	��*	�	
�� ����	 ����	���	� 3���	��� ������ � ������ ����������� ����	����� ��	� ���,�� �����
	�#������ ����� ���������	�	� �� ������( ��% ���$��� ���	 �������	 ����� �	 �%����	 ����� ���
������ ������	�,�� ����� �	���*�� � $�� ������	��	 �� �� ������ ���������� �	 �%����	( 4���
��� ������	 ��� ��	��*	��� ���� � ������ �	 ������ ����� �	� �	���*�� �	�	 	 �%����	 ����� 	���	
������	 ��� ���������(

E�� � ������� �� ��������	� ���� 	 ����� ��� 	����	��� �� �	� �	���*�� �� ������ ��T�'
����	� �����	����� �� ���������� �	 �%����	 ������ ���	� ����	��� �����	� 	��	�,�� �	 �����
��� 	����	��� ��� �&������ 1 � 2( +	�	 ����� ������ ����������'�� 	���	� � 	�#������ �	 �%����	
����� �����*	���'�� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�� �	� ��� ��	� �� ��������	��� 	 �����*	��� ���
�	����� ����	�� ����
���� 	������(

�� @�#��	� =(H � =(D 	�������	� �����	� 	��	�,�� �	 ����� ��� 	����	��� ��� ���� �������
��� �� �&������ 	���� ���� � ����� ������
��� �	�	 �&����	� 1.000 ����	�,�� �	�	 �	�	 ��	
��$S����	(

��	���	��� 	� @�#��	� =(H � =(D �����3�'�� $�� 	 ����� ��� 	����	��� ��� ������� ���
��	������ ��T�����	 � ���������� �	 �%����	 �����( 4��� 8
 ��	 �����	��� ��	 �* $�� � ������
�� �	����� ����	�� ����
���� 	������ ������� �����	����� �	 ����� �	� �	���*�� ��� ������ ��
�
�����( �� ��8	� ��	 ��������	�	 ��$S����	 �� 	����	��� ���� #��	� �	�� �	����� �� $�� ����	�
� �����$S��������� �&�#�� �	�� ���������	�,�� �� �����'T���	���� � $�� ����	����� ���������	
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 ������� �� ��������� ������� CD

5���� ����� 5����
1 1 − 2 − 3 − 4 − 5 − 6 1, 33 �
2 1 − 2 − 3 − 4 − 6 − 5 1, 16 �
3 1 − 2 − 3 − 6 − 5 − 4 1, 92 �
4 1 − 2 − 6 − 5 − 4 − 3 1, 16 �
5 1 − 6 − 5 − 4 − 3 − 2 0, 87 �
6 6 − 5 − 4 − 3 − 2 − 1 0, 94 �
7 6 − 5 − 1 − 3 − 2 − 4 1, 77 �
8 6 − 1 − 3 − 4 − 5 − 2 0, 85 �
9 3 − 1 − 6 − 4 − 2 − 5 1, 15 �
10 2 − 3 − 4 − 6 − 5 − 1 0, 86 �
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����� 1, 79 � 92 [I 2, 23 � 109 [I
������-� 0, 89 � 92 [I 0, 86 � 109 [I

������-� *����+�
� 0, 81 � 92 [I 0, 76 � 109 [I
�������� 1, 60 � 3 [I 1, 23 � 3 [I
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� 1, 17 � 3 [I 1, 01 � 3 [I
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��	��8	����� � 		��	��� 	��$�	��� �� ��� ��#J���( 4��� �� ��� ���� 	�% ����� ��� �&���� ��	
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������ ������� ���� ��� ����� #�	���(

�����	� �%����	� �	�	 ��������� �� ������� ��� �� ����� �����	�	� 	� ���#� �� ������ �
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$����� ��	�����

��� 	�������	��� �	� ���,�� 	 ��#��� �� ��������� �� G�#�3�	 5������	� E�
����	 KAL � ��
G�#�3�	 5������	� ?����	��*	�	 KBL� ������
���� �	�	 � ������������ �	� ���( � �������	 �����
�������* �� ��������� �� G�#�3�	 5������	� E�
����	 !�5E" � ���	 ��	� �������	�� ��������	���(
/	 ��#���	 ����� �������*'�� 	 G�#�3�	 5������	� ?����	��*	�	 !�5?" � ���	 	� ��������	��� ��
��������� �	�	 � ����	����� �� ����(

��� .�/��� ����
��� ,�������

� G�#�3�	 5������	� E�
����	 % ������	 ��� ���� ����	����� �	�����	��P

• ������� �������	� !�	�3%� ��	�	�� �� 1��
��� 
� 7��������"U

• ���	 �������	�(

� ���	��� �����*	�	 �	 �������� ��� ����	����� �	 �5E � �� ��	� ��������	��� % �������*��	
O �����	 �� $�� �� ����	� ������
��	(

��0��I

N ���8���� ��� ������� �	���	��U

R ���8���� ��� ������� ��	��U

[a..b] ��3���8���� �� N $�� ����%� ����� �� 	����� �� a 	�% b !a � b ���������"U

[a, b] ��3���8���� �� R $�� ����%� ����� �� 	����� �� a 	�% b !a � b ���������"U

]a, b] ��3���8���� �� R $�� ����%� ����� �� 	����� �� a 	�% b !a �&������� b ��������"(

(���� 5�
��
 #���
����

� ������� �������	� �� ��	� �	���*�� A � B� �� ������,�� (α1 × α2) � (β1 × β2)� ������'
��	������ % ��	 �	���* �� ������,�� (α1β1 × α2β2)(  ��	 �	���* ���� ��� ���	 ���� ��	
�	���* ����������	 �� α1 × α2 3������ �	�	 �� �� �������� β1 × β2( � �������� �� �	�	 ��

�.�� �������	
 ���� ���������� �
��� �/� � �/0� �
� ���
������	
 ��� ��
��������� �	
1��������� �
��
��� ����� �� )*+�



HB ��"����� �
 ��#��� ��������

��� ��������� �	 �	���* ������	��� % ����	 ��	���'�� �� ����	 	 $�	� 3���� � �������� ��������
�������� � 	 ��	 ������� ������	 ������ ����� 3����(

��0��I

A �	���* AU

A ⊗ B ������� �������	� �	� �	���*�� A � BU

A × B ������� !���������	�" �	� �	���*�� A � BU

aij �������� �	 i'%���	 ����	 � j'%���	 �����	 �	 �	���* AU

a[ik][jl] �������� �	 k'%���	 ����	 �� i'%���� 3���� ����*���	� � �	 l'%���	 �����	 �� j'%����
3���� �����	� �	 �	���* A(

��8	�� ��� �&������ 	� ��	� �	���*�� A � BP

A =
(

a11 a12

a21 a22

)
B =

⎛
⎝ b11 b12 b13 b14

b21 b22 b23 b24

b31 b32 b33 b34

⎞
⎠

� ������� �������	� ������� ��� C = A ⊗ B % �#�	� 	P

C =
(

a11B a12B
a21B a22B

)

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11b11 a11b12 a11b13 a11b14 a12b11 a12b12 a12b13 a12b14

a11b21 a11b22 a11b23 a11b24 a12b21 a12b22 a12b23 a12b24

a11b31 a11b32 a11b33 a11b34 a12b31 a12b32 a12b33 a12b34

a21b11 a21b12 a21b13 a21b14 a22b11 a22b12 a22b13 a22b14

a21b21 a21b22 a21b23 a21b24 a22b21 a22b22 a22b23 a22b24

a21b31 a21b32 a21b33 a21b34 a22b31 a22b32 a22b33 a22b34

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

/���� �&������ � �������� c47 (c47 = a22b13) �������	'�� ������ �� 3���� (2, 2) � ��	 �������
������	 ����� 3���� % (1, 3)( � ������� �������	� C = A ⊗ B % ������� 	�#�3���	����� ���	
	���3����� �� 	��� aijbkl 	� �������� �� ������� (k, l) �� 3���� (i, j)� �$�$P

c[ik][jl] = aijbkl

���� i ∈ [1..α1], j ∈ [1..α2], k ∈ [1..β1] � l ∈ [1..β2]
!�(7"

 ��	 ���������	��� ��� ��������� �	 �	���* �������������� 	� ������� �������	� ����* ��	
���	��� �� ����� ��3�� �� ��������� c[ik][jl]� $�� % 	 ����� ��&���#�
��	 �	� ����	� �� ������
([ik][jl])(

��	�
 "�
��+
F� �	�� �	������	� �� ������� �������	� % � ������� �������	� �� ��	 �	���* $�	��	�	 ���

��	 �	���* �������	��(  ��� ������� �������	� % �������	�� &���� ������( E�� ��	 �	���*
$�	��	�	 A � ��	 �	���* �������	�� !�� �������� n" In� ���� �	����� ����	�� ��� ��������P
(A ⊗ In) � (In ⊗ A)(



�
	
 ��#��� �������� �������� HC

��8	� 	 �	���* A �� �&����� 	������� � ��	 �	���* �������	�� �� �������� <P

A =
(

a11 a12

a21 a22

)
I3 =

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠

�� �	����� ����	�� A ⊗ I3 � I3 ⊗ A ���P

A ⊗ I3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 0 a12 0 0
0 a11 0 0 a12 0
0 0 a11 0 0 a12

a21 0 0 a22 0 0
0 a21 0 0 a22 0
0 0 a21 0 0 a22

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

I3 ⊗ A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 0 0 0 0
a21 a22 0 0 0 0
0 0 a11 a12 0 0
0 0 a21 a22 0 0
0 0 0 0 a11 a12

0 0 0 0 a21 a22

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

F� �	�� 	���	 �	�� �	������	� �� ������� �������	� % � ������� �������	� �� ��	� �	���*��
�������	��( � ������	�� % ��	 �	���* �������	�� ��8	 �������� % �#�	� 	� ������� �	� ������,��
�	� ��	� �	���*��� �$�$P

In ⊗ Im = Im ⊗ In = Inm

(���� 2
�� #���
����

�������������� �� ������� �������	�� $�� % ������� �	�	 �	���*�� $�	��$���� 	 ���	 �������	�
% ������	 ������� �	�	 �	���*�� $�	��	�	�(

��0��I

A ⊕ B ���	 �������	� �	� �	���*�� $�	��	�	� A � BU

A + B ���	 !���������	�" �	� �	���*�� A � BU

nA �������� !������ �� ����	� � �� �����	�" �	 �	���* $�	��	�	 AU

δij �������� �	 i'%���	 ����	 � �	 j'%���	 �����	 �� ��	 �	���* �������	��
!δij = 1 �� i = j � δij = 0 �� i �= j"(

� ���	 �������	� �� ��	� �	���*�� $�	��	�	� A � B % ������	 ���� 	 ���	 !���������	�"
��� �	����� ����	�� �	� ��	� �	���*�� ��#���� 	 �J����	P

A ⊕ B = (A ⊗ InB
) + (InA

⊗ B) !�(9"

��8	� ��� �&����� 	� �	���*�� A � B �	�	� ���P

A =
(

a11 a12

a21 a22

)
B =

⎛
⎝ b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

⎞
⎠

� ���	 �������	� �	�	 ��� C = A ⊕ B % �#�	� 	P

C = A ⊕ B = (A ⊗ I3) + (I2 ⊗ B)



HH ��"����� �
 ��#��� ��������

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 0 a12 0 0
0 a11 0 0 a12 0
0 0 a11 0 0 a12

a21 0 0 a22 0 0
0 a21 0 0 a22 0
0 0 a21 0 0 a22

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b11 b12 b13 0 0 0
b21 b22 b23 0 0 0
b31 b32 b33 0 0 0
0 0 0 b11 b12 b13

0 0 0 b21 b22 b23

0 0 0 b31 b32 b33

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 + b11 b12 b13 a12 0 0
b21 a11 + b22 b23 0 a12 0
b31 b32 a11 + b33 0 0 a12

a21 0 0 a22 + b11 b12 b13

0 a21 0 b21 a22 + b22 b23

0 0 a21 b31 b32 a22 + b33

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� ���	 �������	� C = A⊕B % ������	 	�#�3���	����� ���	 	���3����� �� 	��� aijδkl + δijbkl

	� �������� �� ������� (k, l) �� 3���� (i, j)� �$�$P

c[ik][jl] = aijδkl + δijbkl

���� i, j ∈ [1..nA] � k, l ∈ [1..nB ]
!�(<"

� ����	��� ������� �������	� !⊗" ��� �������	�� ��3�� � ����	��� ���	 �������	� !⊕" � ��
���� ����	����� �������	�� ��� �������	�� ��3�� �� ����	����� ��	������	�� �� ���������	��� �
	����� �� �	���*�� !× � +"(

(���" 5�
������� � (#�

�� ��������	��� �	 �5E �� ��������� �	�	 	� ��� ��� ����	�	� 	 ��#���( ��	� ��������	�,��
����� ��� ���	� �� KHL(

• ������	����	��P
A ⊗ (B ⊗ C) = (A ⊗ B) ⊗ C !�(="

A ⊕ (B ⊕ C) = (A ⊕ B) ⊕ C !�(A"

• ������3�����	�� ��� ���	��� O ���	P

(A + B) ⊗ (C + D) = (A ⊗ C) + (B ⊗ C) + (A ⊗ D) + (B ⊗ D) !�(B"

• E���	��3����	�� ��� 	 ���������	���P

(A × B) ⊗ (C × D) = (A ⊗ C) × (B ⊗ D) !�(C"

• E���	��3����	�� ��� 	 ��	��������� �� �	���*��P

(A ⊗ B)T = AT ⊗ BT !�(H"

• E���	��3����	�� ��� 	 ������� �� �	���*�� !�� A � B ��� �	���*�� ���������"P

(A ⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1 !�(D"



�
�
 ��#��� �������� #������$��� HD

• ������������ �� �	����� ����	��P

A ⊗ B = (A ⊗ InB
) × (InA

⊗ B) !�(7:"

• ������3�����	�� ��� ���	��� O ���������	��� ���	 �	���* �������	��P

(A × B) ⊗ In = (A ⊗ In) × (B ⊗ In) !�(77"

In ⊗ (A × B) = (In ⊗ A) × (In ⊗ B) !�(79"

• E����	����	�� ��� �	����� ����	��P

(A ⊗ InB
) × (InA

⊗ B) = (InA
⊗ B) × (A ⊗ InB

) !�(7<"

��� .�/��� ����
��� 0������1���

� 
�#�3�	 �������	� #����	��*	�	 % ��	 �&������ �	 
�#�3�	 �������	� ��
����	( � ��������	
����	����	� �	 �5? ��� ���	��� O �5E % 	 ���������� �� �������� �� ��������� &���������(
���		���� ��	 �	���* ���� ��� �������	 �� ��������� �����	���� !������������ 	 R" �� ��
��������� �������	��( F� �������� �������	� % ��	 ������ ��	� ��� ������� �� ����	 �� ��	 ��
�	�� �	���*���(

F� �������� �������	� b % ���� 
����
���� �	 �	���* A �� 	�#�� ������ �� ����	 �	 �	'
���* A ��������� 	� ���8���� �� �	�M������ ����� �������� �������	�( +�� 	3��� �� ���#�	#���
�������	'�� ���8����� �� �� �������� �������	� ���	 �	���* �	 $�	� � �������� �������	� %
����������( F�	 �	���* $�� ����%� 	� ����� �� �������� �������	� ���������� �	 �	���* A
% ���	 
����
���� �	 �	���* A( �� ���8������ �� ��	 �	���* ��� 	 ����� ��� �	�M������ ��
����� ���� ��������� �������	��(

����� ���� 	 �5E� 	 �5? % ������	 ��� ���� ����	����� �	�����	��P

• ������� �������	� #����	��*	��U

• ���	 �������	� #����	��*	�	(

� ���	��� ������	 �	 ����� �(7 �������	 ����� 
���	 �	�	 	� �����+�� ���������� !�$�$� �	'
���*�� ��� ��������� �������	��"( �� �	���*�� ��� ��������� �������	��� �������	�	� �����+��
&���������� ��� �������	� ��� � ��� �	 ���	��� ��#�����P

��0��I

ak ������ �� ����	 k �	 �	���* AU

A(B, C) �	���* �������	� A $�� ������ ���� �	�M������ 	� �	���*�� B � CU

aij(B, C) �������� �������	� (i, j) �	 �	���* A(B, C)U

A(bk, C) �	���* �������	� A(B, C) �	 $�	� � ������ �� ����	 �	 �	���* B 8
 % ��������� � �#�	�
	 k !���	 �	���* ���� ��� ��������	�	 ���������� �	 �	���* C �������"U

������ 
 �
�2��
 ����� ����	
 $ R
n � ��� �
����3�
�2��
 $ R



D: ��"����� �
 ��#��� ��������

aij(bk, C) �������� �������	� (i, j) �	 �	���* A(bk, C)U

A(bk, cl) �	���* �������	� A(B, C) �	 $�	� �� ������� �� ����	 �	� �	���*�� B � C 8
 ���
���������� � �#�	�� 	 k � l ��������	����� !��	 �* $�� ����� �� �	�M������ �	 �	���*
��� ����������� ���� ��� ��������	�	 ��	 �	���* �����	���"U

aij(bk, cl) �������� �����	��� !�������� �������	� �� 	��� ��������	��" (i, j) �	 �	���* A(bk, cl)U

�k(A) �	���* ��� ����� �� ��������� �#�	�� 	 *���� �&���� 	$����� ������������ O ����	 k
$�� % �#�	� O ����	 k �	 �	���* A !A =

∑nA
k=1 �k(A)"U

A(B) ⊗
g

B(A) ������� �������	� #����	��*	�� ����� 	� �	���*�� A(B) � B(A)U

A(B) ⊕
g

B(A) ���	 �������	� #����	��*	�	 ����� 	� �	���*�� A(B) � B(A)(

(���� 5�
��
 #���
���� 0�������3�


��8	� ��� �&����� ��	� �	���*�� A(B) � B(A) �	�	� ���P

A(B) =
(

a11[B] a12[B]
a21[B] a22[B]

)
B(A) =

⎛
⎝ b11[A] b12[A] b13[A]

b21[A] b22[A] b23[A]
b31[A] b32[A] b33[A]

⎞
⎠

� ������� �������	� ������� ��� C = A(B) ⊗
g

B(A) % �#�	� 	P

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11(b1)b11(a1) a11(b1)b12(a1) a11(b1)b13(a1) a12(b1)b11(a1) a12(b1)b12(a1) a12(b1)b13(a1)
a11(b2)b21(a1) a11(b2)b22(a1) a11(b2)b23(a1) a12(b2)b21(a1) a12(b2)b22(a1) a12(b2)b23(a1)
a11(b3)b31(a1) a11(b3)b32(a1) a11(b3)b33(a1) a12(b3)b31(a1) a12(b3)b32(a1) a12(b3)b33(a1)
a21(b1)b11(a2) a21(b1)b12(a2) a21(b1)b13(a2) a22(b1)b11(a2) a22(b1)b12(a2) a22(b1)b13(a2)
a21(b2)b21(a2) a21(b2)b22(a2) a21(b2)b23(a2) a22(b2)b21(a2) a22(b2)b22(a2) a22(b2)b23(a2)
a21(b3)b31(a2) a21(b3)b32(a2) a21(b3)b33(a2) a22(b3)b31(a2) a22(b3)b32(a2) a22(b3)b33(a2)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� ������� �������	� #����	��*	�� C = A(B)⊗
g

B(A) % ������� 	�#�3���	����� ���	 	���3�����

�� 	��� aij(bk)bkl(ai) 	� �������� c[ik][jl]� �$�$P

c[ik][jl] = aij(bk)bkl(ai)

���� i, j ∈ [1..nA] � k, l ∈ [1..nB ]
!�(7="

(���� 2
�� #���
���� 0�������3��

� ���	 �������	� #����	��*	�	 % ������	 �����*	���'�� � ������� �������	� #����	��*	�� �	
�$�	��� �(9P

A ⊕
g

B = (A ⊗
g

InB
) + (InA

⊗
g

B) !�(7A"

��8	� 	� �	���*�� A(B) � B(A) �����*	�	� �	�	 �������� � ������� �������	� #����	��*	��(
� ���	 �������	� ������	 ��� C = A(B) ⊕

g
B(A) % �#�	� 	P



�
�
 ��#��� �������� #������$��� D7

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11(b1) + b11(a1) b12(a1) b13(a1) a12(b1) 0 0
b21(a1) a11(b2) + b22(a1) b23(a1) 0 a12(b2) 0
b31(a1) b32(a1) a11(b3) + b33(a1) 0 0 a12(b3)
a21(b1) 0 0 a22(b1) + b11(a2) b12(a2) b13(a2)

0 a21(b2) 0 b21(a2) a22(b2) + b22(a2) b23(a2)
0 0 a21(b3) b31(a2) b32(a2) a22(b3) + b33(a2)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� ���	 �������	� #����	��*	�	 C = A(B) ⊕
g

B(A) % ������	 	�#�3���	����� ���	 	���3�����

�� 	��� aij(bk)δkl + bkl(ai)δij 	� �������� c[ik][jl]� �$�$P

c[ik][jl] = aij(bk)δkl + bkl(ai)δij

���� i, j ∈ [1..nA] � k, l ∈ [1..nB ]
!�(7B"

(���" 5�
�������

• ������3�����	�� �� ������� �������	� #����	��*	�� ��� ���	��� O ���	 ���������	� ��
�	���*��P

[A(C,D) + B(C,D)] ⊗
g

[C(A,B) + D(A,B)] =

A(C,D) ⊗
g

C(A,B) + A(C,D) ⊗
g

D(A,B) +

B(C,D) ⊗
g

C(A,B) + B(C,D) ⊗
g

D(A,B) !�(7C"

• ������	����	�� �� ������� �������	� #����	��*	�� � �	 ���	 �������	� #����	��*	�	P

[ A(B, C) ⊗
g

B(A, C) ] ⊗
g

C(A,B) = A(B, C) ⊗
g

[ B(A, C) ⊗
g

C(A,B) ] !�(7H"

[ A(B, C) ⊕
g

B(A, C) ] ⊕
g

C(A,B) = A(B, C) ⊕
g

[ B(A, C) ⊕
g

C(A,B) ] !�(7D"

• ������3�����	�� ��� ���	��� O ���������	��� ���	 �	���* �������	��P

[ A(C) × B(C) ] ⊗
g

InC
= A(C) ⊗

g
InC

× B(C) ⊗
g

InC
!�(9:"

[ InC
⊗
g

A(C) ] × B(C) = InC
⊗
g

A(C) × InC
⊗
g

B(C) !�(97"

• ������������ �� �	����� ����	�� 4P

A ⊗
g

B(A) = InA
⊗
g

B(A) × A ⊗
g

InB
!�(99"

• ������������ �� �	����� ����	�� 44P

A(B) ⊗
g

B = A(B) ⊗
g

InB
× InA

⊗
g

B !�(9<"

• ������������ �� ������� �������	� ��
�����P

A ⊗
g

B(A) =
nA∑
k=1

�k(A) ⊗ B(ak) !�(9="
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�������� �

������� �� ��	
� ���%�
�������

;�8	 	 ��#��� � �
����� �������� �� E���� E�����	����	� �	� �%����	� ����� � ������ ���
� ��� 	� �����*	�,�� �����	�	�� �	�	 �� ���� �&������ �� ������� ��� 	�������	��� ����� ��	'
3	���� ���������	��� ���	� @�#��	� =(7 � =(9� � 5	3��	� =(7 � =(9 ��������	�����(

2�� ,���
 ,
�)�����
��� ��� 
����1���
 �� ���/
���

 ��	 ����� 	�������	 �� �
������ �� E���� E�����	����	� �	� �%����	� ����� � ����� ���'
��������	��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�(

 ���� ����
 �
�������
��� ���� 
 �������
 �4����


+	�	 ��	��*	� � �
����� �� E���� E�����	����	� �	�	 � �������� �&����� �� ������ ����
���	� ��������	��� �� 	����� �	� 5	3��	� =(< � =(=� 	�%� �	� �J����	� �� ����� ������	����	�
�	 �%����	 ����� � �����(

�&�)*�� �����

� E���� E�����	����	� �	 �%����	 ����� �	�	 ���� ������ ��� % �	����	�� �	 ��#�����
����	P

()����� �� ���
� ��� �
������� �� 
������ ������

1+2E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)

������ �� 
	���
N∏

i=1

ni ���� �	 	��	 ��  ��
	 ����� �� �����������
	 �� ���	����

4 × 2 × 4 × 3 × 5 × 4 = 1.920



D= ��"����� �
 ������� �� ����� �������������

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� �  ��
	 ����� �� ���	���

2
4

+
0
2

+
2
4

+
0
3

+
5
5

+
4
4

=
10 + 0 + 10 + 0 + 20 + 20

20
=

60
20

= 3

���
� ��� �
������� 
�
��  ��� �  ��
	 ����� �� ���	���

N∏
i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni
= 1.920 × 3 = 5.760

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e8�

1
4

+
2
2

+
3
4

+
3
3

+
5
5

+
4
4

=
1
4

+ 1 +
1
4

+ 1 + 1 + 1 =
4
4

+ 4 = 5

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e9�

1
4

+
1
2

+
4
4

+
3
3

+
5
5

+
4
4

=
1
4

+
1
2

+ 1 + 1 + 1 + 1 =
3
4

+ 4 =
19
4

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e10�

1
4

+
2
2

+
4
4

+
2
3

+
5
5

+
4
4

=
1
4

+ 1 + 1 +
2
3

+ 1 + 1 =
11
12

+ 4 =
59
12

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e11�

1
4

+
2
2

+
4
4

+
2
3

+
5
5

+
4
4

=
1
4

+ 1 + 1 +
2
3

+ 1 + 1 =
11
12

+ 4 =
59
12

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e12�

1
4

+
1
2

+
4
4

+
3
3

+
5
5

+
4
4

=
1
4

+
1
2

+ 1 + 1 + 1 + 1 =
3
4

+ 4 =
19
4

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e13�



�
	
 ����� ������������� ��� �����$���� �� ���#���� DA

4
4

+
2
2

+
1
4

+
3
3

+
1
5

+
3
4

= 1 + 1 +
1
4

+ 1 +
1
5

+
3
4

=
24
20

+ 3 =
84
20

=
21
5

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e14�

4
4

+
2
2

+
4
4

+
3
3

+
1
5

+
4
4

= 1 + 1 + 1 + 1 +
1
5

+ 1 =
1
5

+ 5 =
26
5

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e15�

4
4

+
2
2

+
4
4

+
2
3

+
1
5

+
4
4

= 1 + 1 + 1 +
2
3

+
1
5

+ 1 =
13
15

+ 4 =
73
15

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e16�

4
4

+
1
2

+
4
4

+
3
3

+
1
5

+
4
4

= 1 +
1
2

+ 1 + 1 +
1
5

+ 1 =
7
10

+ 4 =
47
10

���
� ��� �
�������  ��� �  ��
	 �����������
	  ���
��� �� ���	���

E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 1.920 ×

(
5 +

19
4

+
59
12

+
59
12

+
19
4

+
21
5

+
26
5

+
73
15

+
47
10

)
=

1.920 ×
(

300 + 285 + 295 + 295 + 285 + 252 + 312 + 292 + 282
60

)
=

1.920 × 2.598
60

= 32 × 2.598 = 83.136

&�*	��� +�	 �  ��
	 �����������
	 �	!�
��� �	�
	 ���	�� 
	� � �	��� ���
� ��  ��
	  ���
���,

� ���
� ��� �
������� 
�
��  ��� �  ��
	 �����������
	 �	�
	 ���	�� �%

2E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 83.136 + 83.136 = 166.272

-�!�, � ���
� ��� �
������� 
�
��  ��� ��� �
	��'�� �� �	����'�� �	�
	 ���	�� ��� �%

1+2E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 5.760 + 166.272 = 171.992



DB ��"����� �
 ������� �� ����� �������������

�&�)*�� �����

+	�	 	 �%����	 ������ � E���� E�����	����	� �	�	 ���� ������ ��� % �	����	�� �	 ��#�����
����	P

()����� �� ���
� ��� �
������� �� 
������ ������

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])

���
� ��� �
������� 
�
��  ��� �  ��
	 ����� �� ���	�� ��!��� �� �������

N∏
i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni
= 1.920 × 3 = 5.760

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e8�

1 × 2 × 3 × 3 × 5 = 90

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e8�

(6 − 2) + 4 + 4 = 12

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e9�

1 × 1 × 4 × 3 × 5 = 60

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e9�

(6 − 2) + 4 + 4 = 12

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e10�

1 × 2 × 4 × 2 × 5 = 80



�
	
 ����� ������������� ��� �����$���� �� ���#���� DC

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e10�

(6 − 2) + 4 + 4 = 12

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e11�

1 × 2 × 4 × 2 × 5 = 80

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e11�

(6 − 2) + 4 + 4 = 12

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e12�

1 × 1 × 4 × 3 × 5 = 60

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e12�

(6 − 2) + 4 + 4 = 12

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e13�

4 × 2 × 1 × 3 × 1 = 24

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e13�

(6 − 2) + 4 + 3 = 11

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e14�

4 × 2 × 4 × 3 × 1 = 96



DH ��"����� �
 ������� �� ����� �������������

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e14�

(6 − 2) + 4 + 4 = 12

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e15�

4 × 2 × 4 × 2 × 1 = 64

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e15�

(6 − 2) + 4 + 4 = 12

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e16�

4 × 1 × 4 × 3 × 1 = 48

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e16�

(6 − 2) + 4 + 4 = 12

���
� ��� �
�������  ��� �  ��
	 �����������
	  ���
��� �� ���	���

E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
=

(90×12)+(60×12)+(80×12)+(80×12)+(60×12)+(24×11)+(96×12)+(64×12)+(48×12) =

1.080 + 720 + 960 + 960 + 720 + 264 + 1.152 + 768 + 576 = 7.200

-	�*����� +�	 �  ��
	 �����������
	  ���
��� 	 �	!�
��� �	�
	 ���	��  ����	� � �	��� ���
� ��� �
�������,

� ���
� ��� �
������� 
�
��  ��� �  ��
	 �����������
	 �	�
	 ���	�� �%

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
= 7.200 + 7.200 = 14.400



�
	
 ����� ������������� ��� �����$���� �� ���#���� DD

-�!�, � ���
� ��� �
������� 
�
��  ��� ��� �
	��'�� �� �	����'�� �	�
	 ���	�� ��� �%

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
= 5.760 + 14.400 = 20.160

 ���� ����
 �
�������
��� ���� 
 �����
 �4����


+	�	 ��	��*	� � �
����� �� E���� E�����	����	� �	�	 � ��#���� �&����� �� ������ ��� �
���	� ��������	��� �� 	����� �	� 5	3��	� =(A� =(B � =(C(

�&�)*�� �����

� E���� E�����	����	� �	 �%����	 ����� �	�	 ���� ������ ��� % �	����	�� �	 ��#�����
�	����	P

()����� �� ���
� ��� �
������� �� 
������ ������

1+2E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)

������ �� 
	���
N∏

i=1

ni ���� �	 	��	 ��  ��
	 ����� �� �����������
	 �� ���	����

4 × 4 × 3 × 6 × 4 × 2 = 2.304

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� �  ��
	 ����� �� ���	���

2
4

+
4
4

+
0
3

+
4
6

+
2
4

+
0
2

=
6 + 12 + 0 + 8 + 6 + 0

12
=

32
12

=
8
3

���
� ��� �
������� 
�
��  ��� �  ��
	 ����� �� ���	���

N∏
i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni
= 2.304 × 8

3
=

18.432
3

= 6.144

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e7 ���
���  ���
�����

3
4

+
4
4

+
3
3

+
6
6

+
4
4

+
2
2

=
3
4

+ 1 + 1 + 1 + 1 + 1 =
3
4

+ 5 =
23
4



7:: ��"����� �
 ������� �� ����� �������������

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e8 ���
���  ���
�����

2
4

+
4
4

+
2
3

+
6
6

+
4
4

+
2
2

=
2
4

+ 1 +
2
3

+ 1 + 1 + 1 =
14
12

+ 4 =
62
12

=
31
6

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e9�

4
4

+
4
4

+
2
3

+
6
6

+
4
4

+
1
2

= 1 + 1 +
2
3

+ 1 + 1 +
1
2

=
7
6

+ 4 =
31
6

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e10�

4
4

+
4
4

+
3
3

+
2
6

+
4
4

+
1
2

= 1 + 1 + 1 +
2
6

+ 1 +
1
2

=
5
6

+ 4 =
29
6

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e11�

4
4

+
4
4

+
3
3

+
2
6

+
2
4

+
2
2

= 1 + 1 + 1 +
2
6

+
2
4

+ 1 =
10
12

+ 4 =
58
12

=
29
6

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e12�

4
4

+
4
4

+
3
3

+
2
6

+
2
4

+
2
2

= 1 + 1 + 1 +
2
6

+
2
4

+ 1 =
10
12

+ 4 =
58
12

=
29
6

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e13�

4
4

+
4
4

+
3
3

+
1
6

+
1
4

+
2
2

= 1 + 1 + 1 +
1
6

+
1
4

+ 1 =
5
12

+ 4 =
53
12

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e14�

4
4

+
4
4

+
3
3

+
6
6

+
1
4

+
1
2

= 1 + 1 + 1 + 1 +
1
4

+
1
2

=
3
4

+ 4 =
19
4

����	� �� ������ e7 � e8 ������� 	����� ���������� �	�	 	� ��	� �	���*�� ������	� � ��'
#	��	�� ���� ��� 	����	��� A(1) � A(3) �&����� ��	����,�� $�� �	���� �� ����� ���	�� �	�	
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������� ����� ����� ������ 	�����	���( ����	 ����	� 	� �	���*�� ��#	��	� ������ ������ ���'
������ ����� ��������� ���'������ ��	 �* $�� �	 �	���* ��#	��	 	� �	&	� ������ ������ ���
���	�	� � ��������	�	� �	 ��	#��	� �������	� �	 �	���* ��� ���	� ��#	���� ��	��*	��� 	���� �
	8���� ������
��� 	� ������ ���( +�� ���� ������ % ������� ���	����	� � �����

∑N
i=1

nzi
ni

�	�	
	� �	���*�� ��#	��	� ������ ������� ���� ��#��P

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e7 ���
��� �	!�
�����

2
4

+
4
4

+
3
3

+
6
6

+
4
4

+
2
2

=
2
4

+ 1 + 1 + 1 + 1 + 1 =
1
2

+ 5 =
11
2

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e8 ���
��� �	!�
�����

2
4

+
4
4

+
1
3

+
6
6

+
4
4

+
2
2

=
2
4

+ 1 +
1
3

+ 1 + 1 + 1 =
10
12

+ 4 =
58
12

=
29
6

���
� ��� �
�������  ��� �  ��
	 �����������
	  ���
��� �� ���	���

E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 2.304 ×

(
23
4

+
31
6

+
31
6

+
29
6

+
29
6

+
29
6

+
53
12

+
19
4

)
=

2.304 ×
(

69 + 62 + 62 + 58 + 58 + 58 + 53 + 57
12

)
=

2.304 × 477
12

= 192 × 477 = 91.584

���
� ��� �
�������  ��� �  ��
	 �����������
	 �	!�
��� �� ���	���

E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 2.304 ×

(
11
2

+
29
6

+
31
6

+
29
6

+
29
6

+
29
6

+
53
12

+
19
4

)
=

2.304 ×
(

66 + 58 + 62 + 58 + 58 + 58 + 53 + 57
12

)
=

2.304 × 470
12

= 192 × 470 = 90.240

���
� ��� �
������� 
�
��  ��� �  ��
	 �����������
	 �� ���	���

2E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 91.584 + 90.240 = 181.824



7:9 ��"����� �
 ������� �� ����� �������������

-�!�, � ���
� ��� �
������� 
�
��  ��� ��� �
	��'�� �� �	����'�� �	�
	 ���	�� ��� �%

1+2E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 6.144 + 181.824 = 187.968

�&�)*�� �����

� E���� E�����	����	� �	 �%����	 ����� �	�	 ���� ������ ��� % �	����	�� �	 ��#����� ����	P

()����� �� ���
� ��� �
������� �� 
������ ������

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])

���
� ��� �
������� 
�
��  ��� �  ��
	 ����� �� ���	�� ��!��� �� �������

N∏
i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni
= 2.304 × 8

3
=

18.432
3

= 6.144

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e7 ���
���  ���
�����

3 × 4 × 3 × 6 × 4 = 864

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e7 ���
���  ���
�����

(6 − 2) + 2 + 2 = 8

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e8 ���
���  ���
�����

2 × 4 × 2 × 6 × 4 = 384

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e8 ���
���  ���
�����

(6 − 2) + 2 + 2 = 8
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������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e9�

4 × 4 × 2 × 6 × 4 = 768

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e9�

(6 − 2) + 2 + 1 = 7

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e10�

4 × 4 × 3 × 2 × 4 = 384

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e10�

(6 − 2) + 2 + 1 = 7

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e11�

4 × 4 × 3 × 2 × 2 = 192

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e11�

(6 − 2) + 2 + 2 = 8

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e12�

4 × 4 × 3 × 2 × 2 = 192

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e12�

(6 − 2) + 2 + 2 = 8



7:= ��"����� �
 ������� �� ����� �������������

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e13�

4 × 4 × 3 × 1 × 1 = 48

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e13�

(6 − 2) + 2 + 2 = 8

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e14�

4 × 4 × 3 × 6 × 1 = 288

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e14�

(6 − 2) + 2 + 1 = 7

)	�� ��	 �* ���'�� ���	����	� �� ������
∏N−1

i=1 nzi � (N − 2) + nN + nzN ���� �� ������
e7 � e8 ������� 	����� ���������� �	�	 	� ��	� �	���*�� ������	� � ��#	��	�( ����� 	����� �
�
����� ������ ������ �	�	 	� �	���*�� ��#	��	� ��� ������ e7 � e8 ��� ��	��*	��� �	 ��#�����
�	����	P

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e7 ���
��� �	!�
�����

2 × 4 × 3 × 6 × 4 = 576

������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e7 ���
��� �	!�
�����

(6 − 2) + 2 + 2 = 8

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi  ��� � 	�	�
� �����������
	 e8 ���
��� �	!�
�����

2 × 4 × 1 × 6 × 4 = 192
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������ �� 
	��� (N − 2) + nN + nzN  ��� � 	�	�
� �����������
	 e8 ���
��� �	!�
�����

(6 − 2) + 2 + 2 = 8

���
� ��� �
�������  ��� �  ��
	 �����������
	  ���
��� �� ���	���

E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
=

(864 × 8) + (384 × 8) + (768 × 7) + (384 × 7) + (192 × 8) + (192 × 8) + (48 × 8) + (288 × 7) =

6.912 + 3.072 + 5.376 + 2.688 + 1.536 + 1.536 + 384 + 2.016 = 23.520

���
� ��� �
�������  ��� �  ��
	 �����������
	 �	!�
��� �� ���	���

E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
=

(576 × 8) + (192 × 8) + (768 × 7) + (384 × 7) + (192 × 8) + (192 × 8) + (48 × 8) + (288 × 7) =

4.608 + 1.536 + 5.376 + 2.688 + 1.536 + 1.536 + 384 + 2.016 = 19.680

���
� ��� �
������� 
�
��  ��� �  ��
	 �����������
	 �� ���	���

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
= 23.520 + 19.680 = 43.200

-�!�, � ���
� ��� �
������� 
�
��  ��� ��� �
	��'�� �� �	����'�� �	�
	 ���	�� ��� �%

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
= 6.144 + 43.200 = 49.344

 ���" ����
 �
�������
��� ���� ����� �
� <����3��	
 
� %��
���

E�������	��� 	 �����*	��� ��� @	����� /���	�� F���
���� ������� !����" �������	 �	�	
	 �%����	 ������ � ����� ������	����	� ����	 �%����	 �	�	 �� ���� �&������ �����	��� % �	����	��
�������� 	�������	�� �	� ���,�� ��#������(



7:B ��"����� �
 ������� �� ����� �������������

%
*��*
� �=��/+�

E�� 	 �����*	��� ��� @	����� �	 �%����	 ������ � ����� ������	����	� �	 �	��� ��������*	���
�� �������� �&����� �� ������ ��� % �	����	�� �	 ��#����� ����	P

���
� ��� �
������� �
������� ��  ��
	 �����������
	  ���
��� �� ���	���

E∑
k=1

⎛
⎝N−1∑

i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
+

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]⎞⎠

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e8�

(1 × 2) + (1 × 2 × 3) + (1 × 2 × 3 × 3) + (1 × 2 × 3 × 3 × 5) = 2 + 6 + 18 + 90 = 116

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e8�

(1 × 2 × 3 × 3 × 5) × (4 + 4) = 90 × 8 = 720

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e9�

(1 × 1) + (1 × 1 × 4) + (1 × 1 × 4 × 3) + (1 × 1 × 4 × 3 × 5) = 1 + 4 + 12 + 60 = 77

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e9�

(1 × 1 × 4 × 3 × 5) × (4 + 4) = 60 × 8 = 480

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e10�

(1 × 2) + (1 × 2 × 4) + (1 × 2 × 4 × 2) + (1 × 2 × 4 × 2 × 5) = 2 + 8 + 16 + 80 = 106

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e10�

(1 × 2 × 4 × 2 × 5) × (4 + 4) = 80 × 8 = 640
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������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e11�

(1 × 2) + (1 × 2 × 4) + (1 × 2 × 4 × 2) + (1 × 2 × 4 × 2 × 5) = 2 + 8 + 16 + 80 = 106

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e11�

(1 × 2 × 4 × 2 × 5) × (4 + 4) = 80 × 8 = 640

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e12�

(1 × 1) + (1 × 1 × 4) + (1 × 1 × 4 × 3) + (1 × 1 × 4 × 3 × 5) = 1 + 4 + 12 + 60 = 77

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e12�

(1 × 1 × 4 × 3 × 5) × (4 + 4) = 60 × 8 = 480

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e13�

(4 × 2) + (4 × 2 × 1) + (4 × 2 × 1 × 3) + (4 × 2 × 1 × 3 × 1) = 8 + 8 + 24 + 24 = 64

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e13�

(4 × 2 × 1 × 3 × 1) × (4 + 3) = 24 × 7 = 168

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e14�

(4 × 2) + (4 × 2 × 4) + (4 × 2 × 4 × 3) + (4 × 2 × 4 × 3 × 1) = 8 + 32 + 96 + 96 = 232

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e14�

(4 × 2 × 4 × 3 × 1) × (4 + 4) = 96 × 8 = 768



7:H ��"����� �
 ������� �� ����� �������������

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e15�

(4 × 2) + (4 × 2 × 4) + (4 × 2 × 4 × 2) + (4 × 2 × 4 × 2 × 1) = 8 + 32 + 64 + 64 = 168

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e15�

(4 × 2 × 4 × 2 × 1) × (4 + 4) = 64 × 8 = 512

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e16�

(4 × 1) + (4 × 1 × 4) + (4 × 1 × 4 × 3) + (4 × 1 × 4 × 3 × 1) = 4 + 16 + 48 + 48 = 116

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e16�

(4 × 1 × 4 × 3 × 1) × (4 + 4) = 48 × 8 = 384

���
� ��� �
������� ��  ��
	 �����������
	  ���
��� �� ���	���

(116 + 720) + (77 + 480) + (106 + 640) + (106 + 640) + (77 + 480)+

(64 + 168) + (232 + 768) + (168 + 512) + (116 + 384) =

836 + 557 + 746 + 746 + 557 + 232 + 1.000 + 680 + 500 = 5.854

&�*	�����	 +�	 � ���
� ��  ��
	 �����������
	 �	!�
��� � �!��� �  ���
���  ��� 	�
	 ���	��,

� ���
� ��� �
������� 
�
�� ��  ��
	 �����������
	 �	�
	 ���	�� �%

5.854 + 5.854 = 11.708

.���������� � ���
� ��  ��
	 �����, 
	���	 	�
�� � ���
� ��� �
������� 
�
�� �� ����� �
�������  ��� � 	#	� �� 1�

5.760 + 11.708 = 17.468
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��4�)'� �=��/+�

E�������	��� 	 �����*	��� ��� @	����� �	 �%����	 ������ � ����� ������	����	� �	 �	��� ���'
�����*	��� �� ��#���� �&����� �� ������ ��� % �	����	�� �	 ��#����� �	����	P

���
� ��� �
������� �
������� ��  ��
	 �����������
	  ���
��� �� ���	���

E∑
k=1

⎛
⎝N−1∑

i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
+

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]⎞⎠

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e7 ���
���  ���
�����

(3 × 4) + (3 × 4 × 3) + (3 × 4 × 3× 6) + (3 × 4× 3 × 6 × 4) = 12 + 36 + 216 + 864 = 1.128

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e7 ���
���  ���
�����

(3 × 4 × 3 × 6 × 4) × (2 + 2) = 864 × 4 = 3.456

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e8 ���
���  ���
�����

(2 × 4) + (2 × 4 × 2) + (2 × 4 × 2 × 6) + (2 × 4 × 2 × 6 × 4) = 8 + 16 + 96 + 384 = 504

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e8 ���
���  ���
�����

(2 × 4 × 2 × 6 × 4) × (2 + 2) = 384 × 4 = 1.536

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e9�

(4 × 4) + (4 × 4 × 2) + (4 × 4 × 2× 6) + (4 × 4× 2 × 6 × 4) = 16 + 32 + 192 + 768 = 1.008

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e9�

(4 × 4 × 2 × 6 × 4) × (2 + 1) = 768 × 3 = 2.304
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������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e10�

(4 × 4) + (4 × 4 × 3) + (4 × 4 × 3 × 2) + (4 × 4 × 3 × 2 × 4) = 16 + 48 + 96 + 384 = 544

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e10�

(4 × 4 × 3 × 2 × 4) × (2 + 1) = 384 × 3 = 1.152

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e11�

(4 × 4) + (4 × 4 × 3) + (4 × 4 × 3 × 2) + (4 × 4 × 3 × 2 × 2) = 16 + 48 + 96 + 192 = 352

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e11�

(4 × 4 × 3 × 2 × 2) × (2 + 2) = 192 × 4 = 768

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e12�

(4 × 4) + (4 × 4 × 3) + (4 × 4 × 3 × 2) + (4 × 4 × 3 × 2 × 2) = 16 + 48 + 96 + 192 = 352

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e12�

(4 × 4 × 3 × 2 × 2) × (2 + 2) = 192 × 4 = 768

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e13�

(4 × 4) + (4 × 4 × 3) + (4 × 4 × 3 × 1) + (4 × 4 × 3 × 1 × 1) = 16 + 48 + 48 + 48 = 160

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e13�

(4 × 4 × 3 × 1 × 1) × (2 + 2) = 48 × 4 = 192
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������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e14�

(4 × 4) + (4 × 4 × 3) + (4 × 4 × 3 × 6) + (4 × 4 × 3 × 6 × 1) = 16 + 48 + 288 + 288 = 640

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e14�

(4 × 4 × 3 × 6 × 1) × (2 + 1) = 288 × 3 = 864

���
� ��� �
������� ��  ��
	 �����������
	  ���
��� �� ���	���

(1.128 + 3.456) + (504 + 1.536) + (1.008 + 2.304) + (544 + 1.152)+

(352 + 768) + (352 + 768) + (160 + 192) + (640 + 864) =

4.584 + 2.040 + 3.312 + 1.696 + 1.120 + 1.120 + 352 + 1.504 = 15.728

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e7 ���
��� �	!�
�����

(2 × 4) + (2 × 4 × 3) + (2 × 4 × 3 × 6) + (2 × 4 × 3 × 6 × 4) = 8 + 24 + 144 + 576 = 752

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e7 ���
��� �	!�
�����

(2 × 4 × 3 × 6 × 4) × (2 + 2) = 576 × 4 = 2.304

������ �� 
	���

N−1∑
i=2

[ i∏
j=1

nzi

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e8 ���
��� �	!�
�����

(2 × 4) + (2 × 4 × 1) + (2 × 4 × 1 × 6) + (2 × 4 × 1 × 6 × 4) = 8 + 8 + 48 + 192 = 256

������ �� 
	���

N−1∏
i=1

nzi ×
[
nN + nzN

]
 ��� � 	�	�
� �����������
	 e8 ���
��� �	!�
�����

(2 × 4 × 1 × 6 × 4) × (2 + 2) = 192 × 4 = 768
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���
� ��� �
������� ��  ��
	 �����������
	 �	!�
��� �� ���	���

(752 + 2.304) + (256 + 768) + (1.008 + 2.304) + (544 + 1.152)+

(352 + 768) + (352 + 768) + (160 + 192) + (640 + 864) =

3.056 + 1.024 + 3.312 + 1.696 + 1.120 + 1.120 + 352 + 1.504 = 13.184

���
� ��� �
������� 
�
��  ��� �  ��
	 �����������
	 �� ���	���

15.728 + 13.184 = 28.912

.���������� � ���
� ��  ��
	 �����, 
	���	 	�
�� � ���
� ��� �
������� 
�
�� �� ����� �
�������  ��� � 	#	� �� 2�

6.144 + 28.912 = 35.056

2�� ,���
 ,
�)�����
��� �
� 
����1���
 �� ���/
���

 ��	 ����� 	�������	 �� �
������ �� E���� E�����	����	� �	� �%����	� ����� � ����� �������'
�	��� 	 �����*	��� �	 ��	#��	�( �� ��8	� ��� ������	��� �� �
����� ����� �� ��������� ��	#��	��
�	� �	���*�� ���	�� ��� ������� ���� 	���� ���� ���	� 	� �	���*�� ��#	��	� ��� ������ ���'
�����*	����(

+���	���� % ������
��� ���	*�� 	���	� �� �
������ �	 �	��� ���	� ��� ������� ���� ���� �	
�	��� ��������*	��� 3	��	 ����	��	� 	 �	��� ��#	��	(

 ���� ����
 �
�������
��� ���� 
 �������
 �4����


+	�	 ��	��*	� � �
����� �� E���� E�����	����	� �	�	 � �������� �&����� �� ������ ����
���	� ��������	��� �� ���� 	����� �	�	 	 �	��� ���	�� 	�������	��� �	 5	3��	 =(H� 	���� ����
� �
����� �	 �	��� ��������*	��� ������	 $�� 8
 �	�	 ���� ��	��*	��(



�
�
 ����� ������������� ��� �����$���� �� ���#���� 77<

�&�)*�� �����

� E���� E�����	����	� �	 �%����	 ����� �	�	 ���� ������ ��� % �	����	�� �	 ��#�����
����	P

()����� �� ���
� ��� �
�������  ��� �  ��
	 ����� �� ���	���

N∏
i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

������ �� 
	���
N∏

i=1

ni�

4 × 2 × 4 × 3 × 5 × 4 = 1.920

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
�

1
4

+
0
2

+
1
4

+
0
3

+
3
5

+
2
4

=
5 + 0 + 5 + 0 + 12 + 10

20
=

32
20

=
8
5

���
� ��� �
������� 
�
��  ��� �  ��
	 ����� �� ���	���

N∏
i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni
= 1.920 × 8

5
=

15.360
5

= 3.072

���
� ��� �
������� �� 
������ �����  ��� 	�
	 ���	�� ����

1+E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 3.072 + 83.136 = 86.208

�&�)*�� �����

E�������	��� $�� � �
����� �	 �	��� ���	� % �#�	� �	�	 	�3	� 	� �%����	�� � E���� E����'
�	����	� �	 �%����	 ����� �	�	 ���� ������ ��� % �	����	�� 	����P

���
� ��� �
������� �� 
������ �����  ��� 	�
	 ���	�� ����

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
= 3.072 + 7.200 = 10.272
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 ���� ����
 �
�������
��� ���� 
 �����
 �4����


+	�	 ��	��*	� � �
����� �� E���� E�����	����	� �	�	 � ��#���� �&����� �� ������ ��� �
���	� ��������	��� �� 	����� �	 5	3��	 =(D� 3�� ���� � �
����� �	 �	��� ��������*	��� ������	
8
 ��	��*	�� 	������������(

�&�)*�� �����

� E���� E�����	����	� �	 �%����	 ����� �	�	 ���� ������ ��� % �	����	�� �	 ��#�����
�	����	P

()����� �� ���
� ��� �
�������  ��� �  ��
	 ����� �� ���	���

N∏
i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

������ �� 
	���
N∏

i=1

ni�

4 × 4 × 3 × 6 × 4 × 2 = 2.304

������ �� 
	���
N∑

i=1

nzi

ni
�

1
4

+
2
4

+
0
3

+
2
6

+
1
4

+
0
2

=
3 + 6 + 0 + 4 + 3 + 0

12
=

16
12

=
4
3

���
� ��� �
������� 
�
��  ��� �  ��
	 ����� �� ���	���

N∏
i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni
= 2.304 × 4

3
=

9.216
3

= 3.072

���
� ��� �
������� �� 
������ �����  ��� 	�
	 ���	�� ����

1+E∑
k=1

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
= 3.072 + 91.584 = 94.656
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�&�)*�� �����

E�������	��� $�� � �
����� �	 �	��� ���	� % �#�	� �	�	 	�3	� 	� �%����	�� � E���� E����'
�	����	� �	 �%����	 ����� �	�	 ���� ������ ��� % �	����	�� �	 ��#����� ����	P

���
� ��� �
������� �� 
������ �����  ��� 	�
	 ���	�� ����

(
N∏

i=1

ni ×
N∑

i=1

nzi

ni

)
+

2E∑
k=1

(
N−1∏
i=1

nzi ×
[
(N − 2) + nN + nzN

])
= 3.072 + 23.520 = 26.592

 ���" ����
 �
�������
��� ���� ����� �
� <����3��	
 
� %��
���

E�������	��� $�� 	 �����*	��� ��� �	����� �	�	 � 	�#������ �	 �%����	 ����� ������'�� ��'
����� O �	��� ��������*	��� �� ������� � $�� 	 �����*	��� �	 ��	#��	� ��� ������	 � �
����� �	
�	��� ��������*	��� ������	� 3	��	 ���	� �	�	 �	�	 �&����� � ����� �	 �	��� ���	� �	����	�� �	
����� I(9 ��� � ����� �����*	�� �	 �	��� ��������*	��� ������	 �	����	�� �	 ����� I(7(<� ����
	�������	�� 	 ��#���(

%
*��*
� �=��/+�

���
� ��� �
������� �� ����� �
�������  ��� �  ���	��� 	#	� ���

3.072 + 5.854 = 8.926

��4�)'� �=��/+�

���
� ��� �
������� �� ����� �
�������  ��� � �	!���� 	#	� ���

3.072 + 15.728 = 18.800


