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CONTROLADOR MULTI-RESSONANTE PARA REJEICAO DE
PERTURBACOES COM FREQUENCIA VARIANTE NO TEMPO EM
PLATAFORMAS STEWART

RESUMO

Este trabalho apresenta o projeto de um esquema de controle robusto para rejeicao
de perturbacdes exégenas para plataformas Stewart. Para considerar todas as néo lineari-
dades do sistema, foi utilizado uma formulagédo baseada em quatérnios junto a uma repre-
sentacao politépica Quasi-Linear Parameter Varying. Para fornecer uma regulacéo de saida
robusta na presenca de perturbacdes harmbnicas com frequéncia fundamental variante no
tempo, foi proposto o projeto de um controlador com modelo interno multi-ressonante. A
estabilidade do sistema em malha fechada é garantida através de uma lei de controle por
realimentacdo de estados sintetizada através da solugdo de um problema de otimizacao
convexa submetido a desigualdades matriciais lineares, a prova de estabilidade considera
todas as néo linearidades da dindmica da plataforma e € ela valida para um conjunto de con-
digdes iniciais admissiveis D. Resultados numéricos obtidos mediante simulagdo mostram
eficacia do modelo interno multi-ressonante, por uma perspectiva pratica considerou-se um
cenario onde a plataforma é utilizada como um mecanismo de estabiliza¢cdo no océano e as
ondas oceénicas geram as perturbacdes harménicas com frequéncia variante no tempo.

Palavras-Chave: plataforma Stewart, desigualdades matriciais lineares, regulagdo de
saida, reijecao de perturbacdes, controlador multi-ressonante, quatérnios.



MULTI-RESONANT CONTROLLER FOR FREQUENCY-VARYING
DISTURBANCE REJECTION IN STEWART PLATFORMS

ABSTRACT

This work presents the design of a robust disturbance rejection control scheme for
Stewart platforms. To fully take into account the system nonlinearities, the quaternion based
description is used along with a Quasi-Linear Parameter Varying representation. In order
to provide robust output regulation, in the presence of frequency-varying disturbances, we
propose the design of a multi-resonant internal model controller. The closed-loop stability is
guaranteed by a state-feedback law synthesized via a convex optimization problem subject
to linear matrix inequalities. The stability proof fully takes into account the platform nonlin-
earities and it is valid it is valid for a set of admissible initial conditions D. The numerical
results obtained via simulations show the efectiveness of the multi-resonant controller ap-
plied to a Stewart platform in the case that the platform is used as a stabilization device on
the ocean where the ocean waves generate frequency-varying harmonic disturbances.

Keywords: Stewart platform, linear matrix inequalities, output regulation, disturbance rejec-
tion, multi-resonant controller, quaternions.
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1. INTRODUCAO

A plataforma Stewart inicialmente foi concebida como um simulador de véos na
década de 1960 (Stewart, 1966) e até hoje se trabalha com esta aplicacao (Villacis et al.,
2017). Com o passar dos anos foram sendo descobertas novas aplicagdes para a plata-
forma, como por exemplo, transferéncias de carga offshore (de Faria et al., 2016), simulador
de perturbagdes harmdnicas (El-Badawy e Shehata, 2014) e como bases estrutural de te-
lescépios (Huang et al., 2011).

A plataforma consiste em um sistema cineméatico paralelo com seis graus de li-
berdade (6-GDL) fornecido por um mecanismo de cadeia cinematica fechada (CKC). Esta
caracteristica permite que o manipulador se mova em trés direcoes lineares e trés direcdes
angulares individualmente ou com qualquer combinac¢do. Além disso, 0s mecanismos co-
nectados em paralelo sdo construidos de forma que os elos e as juntas de dois ou mais
atuadores conectem a base do manipulador ao efetuador. Quando comparados com me-
canismos de cadeia cinematica aberta (OKC), os manipuladores CKC, possuem diversas
vantagens, como melhor rigidez estrutural, a carga util € distribuida proporcionalmente para
os links e erros do atuador ndo cumulativo (Fichter, 1986).

Desde que foi proposta por Stewart (1966), a plataforma tem sido estudada por di-
versos pesquisadores, devido a sua grande complexidade. Varios métodos de modelagem
ja foram propostos nos ultimos anos com o objetivo de descrever a dindmica deste mani-
pulador, tais como: Newton-Euler (Do e Yang, 1988), Formulagédo Lagrange(Hajimirzaalian
et al., 2010), equagao de Kane (Liu et al., 2000), Dindmica baseada em quatérnio (de Faria
et al., 2016) e Rede recorrente de Elman (Guo et al., 2013).

Nas ultimas trés décadas, também foram propostas algumas estratégias de con-
trole voltadas a seguimento de sinais (Ayas et al., 2014; Villacis et al., 2017; Kim e Lee,
1998) e diversas estratégias de controle voltadas a rejeicdo de perturbacdes periddicas,
gue é o escopo deste trabalho, como por exemplo controlador de dindmica inversa com mo-
delo aproximado (IDC) (Lee et al., 2003) ou um controlador de rejeicao de auto-perturbacao
(ADRC) (Su et al., 2004). Normalmente, esses métodos usam modelos simplificados com
algumas linearizagoes, desta forma, a estabilidade de todo o sistema nao pode ser ga-
rantida. Por outro lado, esquemas de controle adaptativo (Nguyen et al., 1993), controle
de modo deslizante de ordem superior (Kumar e Bandyopadhyay, 2012) foram propostos
para lidar com estas aproximag¢des do modelo dindmico, no entanto, essas solu¢des ainda
possuem o problema chattering das entradas.

O fenébmeno de chattering € um problema extremamente relevante, além de acele-
rar a desgaste dos atuadores do sistema, pode afetar o desempenho do projeto de controle,
ainda mais considerando uma aplicacao onde a plataforma lida com perturbacées harmé-
nicas com frequéncias variantes no tempo. Na literatura encontramos algumas alternativas
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para contornar esse problema, por exemplo, em Castro et al. (2017) foi proposto um con-
trolador ressonante com frequéncia variavel para reducdo de carga em turbinas edlicas.
Neste estudo, é proposto um lei de controle por realimentacédo de estados sintetizada atra-
vés da solugdo de um problema de otimizagdo submetido a desigualdades matriciais line-
ares (LMls - Linear Matrix Inequalities), a principal vantagem de utilizar esse framework é
a propriedade da convexidade que permite encontrar de maneira eficiente solugées étimas
globais Boyd (1994). Portanto LMIs proveem uma forma sistematica de projetar uma lei de
controle por realimentacdo de estados, seguindo esta linha ja existem alguns estudos apli-
cando LMls para sintese de controle em plataformas Stewart. Em de Faria et al. (2016), a
plataforma foi descrita com um modelo baseados em quatérnios e o sistema foi dividido em
dois subsistemas: um linear invariante no tempo de translacao e um nao linear de rotacao,
foi apresentada uma lei de controle nao linear para garantir a convergéncia do sistema, mas
a rejeicao de pertubacdes periddicas somente foi possivel através de uma linearizagao da
plataforma.

As nao linearidades da plataforma, podem ser descritas por uma representagao
politopica Quasi-Linear com parédmetros variantes no tempo (Quasi-LPV - Quasi-Linear Pa-
rameter Varying), onde o termo quasi € adicionado, pois 0os parametros variantes nao de-
pendem exclusivamente de sinais externos, mas também do vetor de estados do sistema.
A utilizagdo de modelagem LPV e Quasi-LPV para controle de sistemas néo lineares se
provou uma solucéo bastante atrativa no decorrer dos anos, tendo em vista que ha diversos
sistemas reais que podem ser representados dessa maneira e existem diversas formas de
identificar o modelo de um sistema com este tipo de formulagdo (Wassink et al., 2005; Lee
e Poolla, 1999).

Considerando os problemas apresentados, este trabalho propde um projeto de
controle robusto para rejeicéo de perturbag¢des harmonicas com frequéncia fundamental va-
riante no tempo para plataformas Stewart. Olhando por uma perspectiva pratica, podemos
considerar um cenario onde a plataforma é utilizada como um mecanismo de estabilizacao
no océano, onde as ondas oceanicas geram as principais perturbacées do sistema. As
nao linearidades da plataforma s&o contornadas por uma representacdo quasi-LPV. Para
lidar com as pertubacdes, o controlador deve ser capaz de replicar os estados do gerador
exogenos responsavel pelas mesmas, portanto este trabalho propde um controlador ba-
seado no Principio do Modelo Interno (PMI), com dindmica multi-ressoante para anular n
harmonicas do gerador exégeno. O controlador tem como parametro variante a frequén-
cia fundamental das pertubacgdes, portanto toma-se como premissa que essa frequéncia
€ medida. Os estados do controlador sdo combinados com os do sistema original, o qual
pretende-se controlar, formando desta forma um sistema aumentado. O trabalho, entéo,
descreve uma maneira sistematica para sintese de uma lei de controle por realimentacao
de estados utilizando LMIs baseadas nos critérios de estabilidade de Lyapunov.
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1.1 Objetivos

O principal objetivo do trabalho é o desenvolvimento de um controlador robusto
para plataformas Stewart visando a rejeicdo de pertubacdes periddicas com frequéncia
fundamental variante no tempo que esteja contida dentro de um conjunto politépico prede-
terminado. A prova de estabilidade tedrica considera todas as nédo linearidades do sistema.
Além disso, este trabalho tem como objetivo a convergéncia da saida do sistema com de-
sempenho exponencial a partir de uma regidao de condic¢des iniciais admissiveis D.

1.2 Estrutura do Trabalho

Este trabalho foi organizado da seguinte maneira. Primeiramente um capitulo de
preliminares que tem como objetivo apresentar as principais ferramentas utilizadas no de-
senvolvimento deste trabalho, como a representacao de rotacao por quatérnios, a estabi-
lidade no sentido de Lyapunov e o Principio do Modelo Interno. Ainda neste capitulo, €
apresentada a modelagem de uma plataforma stewart, comecando pela descricdo geomé-
trica, juntamente com a formulagdo da matriz Jacobiana e formalizagdo da descricdo com-
pleta da dindmica da plataforma. O capitulo 3 apresenta as principais contribuicbes deste
trabalho, comecando pela formulacdo de um modelo politépico Quasi-LPV da plataforma e
posteriormente partindo para a definicao do problema de maneira genérica, juntamento com
a descricdo matematica do gerador exdgeno responsavel pelas perturbacdes aplicadas a
plataforma. Na sequéncia inicia-se, a formulacdo do projeto de controle e a formalizagéao
da prova de estabilidade e definicdo de parametros de desempenho da malha de controle.
No capitulo 4, sdo apresentados os exemplos numéricos obtidos através de simulagdes uti-
lizando o software MATLAB (2017) e o capitulo 5 conclui o trabalho e apresenta propostas
para trabalhos futuros.
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2. PRELIMINARES

Neste capitulo € introduzido os principais conceitos, teoremas e definicdes que
foram utilizadas na metodologia proposta. Primeiramente, serdo abordados os quatérnios
e as ferramentas matematicas utilizadas para manipula-los, entdo sao apresentadas as
ferramentas de anadlise de sistemas comecando com a apresentagdo do conceito de esta-
bilidade no sentido de Lyapunov. Apos apresentados estes conceitos, é abordada a sintese
de controladores robustos com base em Desigualdades Matriciais Lineares e o capitulo €
encerrado com a descricao do Principio do Modelo Interno, o qual € um dos conceitos mais
importantes do trabalho tendo em vista a rejeicao de perturbacdes exégenas.

2.1 Quatérnios

Um quatérnio q € H, originalmente proposto por W. R. Hamilton entre 1844 - 1850

e revisto por Wilkins (2000), pode ser definido como uma extensdo dos numeros complexos

C descritos no dominio hamiltoniano H. Um quatérnio pode ser representado na seguinte
forma:

q=1n+¢€11+ e+ €3k, (2.1)

onde n € R e e € R3, entretanto i, j e k sdo identidades imaginarias (Wilkins, 2000).

Um quatérnio q pode ser utilizado para expressar a rotacdo ou a posicao de um
determinado corpo em um espaco tridimensional. E necessario toda uma estrutura ma-
tematica especial para lidarmos com quatérnio q € H no dominio Hamiltoniano, todavia
também é possivel representa-los com uma forma algébrica vetorial, tal como:

q-—q= H . (2.2)

€

Neste trabalho, vamos utilizar a representacao vetorial durante os capitulos rema-
nescentes. De forma complementar, as definicbes 2.1.1 a 2.1.4 sdo necessarias para que
possamos compreender o trabalho.

Definicao 2.1.1 (Produto entre quatérnios). O produto entre dois quatérnios q, € q, pode
ser obtido através:

q= D(¢a)3 = N(a)qa, (2.3)

onde
_n e U 2.4
Dbla) L nls + S(e) Na) L nls3 — S(e)] ’ (2.4)
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onde S(z) é uma fungdo S : R® — R3*3 que define uma matriz quadrada que equivale ao
produto vetorial:

rxy=S(x)y (2.5)
onde
0 —T3 i)
S(x)y=|ax3 0 —z| VzeR? (2.6)
—XT9 T 0

Definicao 2.1.2 (Norma de um quatérnio). O comprimento de q € definido como sua norma:

lall = Vaq (2.7)

Definicao 2.1.3 (Quatérnio unitéario). Um quatérnio com norma igual a 1. Podemos utiliza-lo
para representar a rotagdo de um angulo 6 em torno de um vetor unitario r € R® da seguinte

forma:
| cos(0)
= [rsen(e)] ’ (2.8)

Definicao 2.1.4 (Matriz de rotagdo). Considere um vetor = € R® nas coordenadas globais,
se 7/ € R3 é o mesmo vetor nas coordenadas locais de um determinado corpo, entado
podemos considerar a seguinte relacdo:

?' = R(q)z, (2.9)
onde R(q) € R é uma matriz de rotagdo definida por:

R(q) = I + 2nS(e) + 25%(e), (2.10)
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2.1.1 Comparacgao com angulos Euler

Os angulos euler, ilustrados pela Figura 2.1, sdo mais conhecidos em relacao aos
quatérnios para representar a rotacado de um corpo no espaco, pois estes sao mais faceis
de compreender.

Figura 2.1: Angulos Eulers

Considerando um quatérnio de unitario ¢ utilizado para representar a rotacao de
um determinado corpo no espacgo, o seu equivalente em angulos euler poder obtido por:

2
arctan (M)

1 —2(e? + €2)

g = | arctan (2(ney — ezey)) (2.11)
Y arctan 2(nes + e1a) t 61622)
1—2(e3 4 €3)

e ¢ pode ser obtido, de maneira inversa, através:

cos(a/2)cos(5/2)cos(y/2) — sen(a/2)sen(//2)sen(v/2)
_ sen(«/2)cos([/2)cos(y/2) — cos(a/2)sen(3/2)sen(v/2) 2.12)
1 cos(a/2)sen(f/2)cos(v/2) — sen(«/2)cos(/5/2)sen(v/2) '
cos(a/2)cos(5/2)sen(/2) — sen(«/2)sen(3/2)cos(v/2)

Os angulos de Euler, quando comparado com quatérnios, sdo mais intuitivos, logo
sé&o mais faceis de compreeder. Eles também sdo bons para decompor rotagdes em graus
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de liberdade individuais, porém possuem desvantagens como ambiguidades e bloqueio de
cardan(quando dois ou mais eixos se de rotagao se alinham) que remove um grau de libe-
radade do modelo matematico.

2.2 Estabilidade no sentido de Lyapunov

O conceito de estabilidade de Lyapunov € uma generalizagao do conceito de ener-
gia proveniente da fisica. Mais precisamente, concluimos que um sistema é estavel no
sentido de Lyapunov se a sua energia total permanecer constante ou decrescer ao longo
do tempo (Jean-Jacques Slotine, 1991).

Considere um sistema autdnomo com a dinamica definida por:
= f(z), (2.13)

onde = € R" é o vetor de estados do sistema. A prova de estabilidade no senso de Lyapu-
nov é formulada utilizando uma fungéo escalar V' (z) que deve satisfazer algumas condi¢coes
expressas pelo Teorema 2.2.1. Para compreender o Teorema, considere as seguintes defi-
nicdes apresentadas a seguir.

Definicao 2.2.1 (Ponto de Equilibrio). Um ponto de equilibrio x., € R™ do sistema (2.13) é
um estado onde o sistema permanece estatico, isto é, caso x(0) = x., entdo x(t) = x., Vt >
0.

Definicao 2.2.2 (Estabilidade de um ponto de equilibrio). Um ponto de equilibrio x., € dito:

» Estavel, se para cada > 0, existe um { > 0 tal que:

[zO)| < C=[lz(®)]| < BV E=0; (2.14)

Instavel se nao for estavel;

assintoticamente estavel, se for estavel e { > 0 puder ser escolhido de forma que

I2(0)]| < ¢ = lim [[z(5)]] = 0 ¥t > 0 (2.15)

 globalmente assintoticamente estavel, se a condicdo anterior for satisfeita para qual-
quer ¢ > 0.

Definicao 2.2.3 (Positividade de fungdes escalares). Uma fungéo V(x), V : R" — R é dita:

* positiva definida, V(0) =0eV(z) >0V z #0
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* positiva semi-definida, se V(0) > 0
* negativa definida, se V(0) =0eV(z) <0Vx #0
* negativa semi-definida, se V(0) <0

Teorema 2.2.1 (Estabilidade de sistemas ndo-lineares segundo Lyapunov). A origem do
sistema (2.13) € estavel se existir uma fungéo escalar V(z), V : R" — R, tal que:

* V(z) seja positiva definida.
« V(z) seja negativa semi-definida.

Além disso, a origem do sistema é assintoticamente estével se V (x) for negativa definida
e globalmente assintoticamente estavel se V (x) for radialmente ilimitada: V(x) — oo na
medida que ||x|| — oo.

Se o sistema (2.13) for linear, 0 mesmo pode ser representado na forma:
T = Az, (2.16)

onde A € R™"™ é a dindmica do sistema. Em Lyapunov (1892), mostrou-se que conside-
rando uma fung¢do candidata quadratica V (z) = «" Px, o sistema (2.16) é estavel somente
se existir uma matriz positiva definida P, tal que:

AP+ PA<0. (2.17)

O requisito de que P deva ser positiva definida e A" P + PA deva ser negativa definida é
o que chamamos de Desigualdade de Lyapunov, estas foram as primeiras Desigualdades
Matriciais Lineares (Linear Matrix Inequalities - LMIs) utilizadas para analisar a estabilidade
de um sistema (Boyd, 1994). Durante o século 20, foram descobertas novas aplicagdes e
formas de se solucionar LMIs, na década de 1980 foram desenvolvidos algoritmos compu-
tacionais capazes de solucionar diversas LMIs através de programagao convexa, isto tornou
a LMI uma ferramenta extremamente atrativa para projetos de controle.

2.3 Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs)

Uma LMI pode ser descrita como:

F(x)=Fy+ Y xF; >0, (2.18)

=1
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onde x € R™ é o vetor de variaveis de decisdo e as matrizes simétricas F; € R™"™ V i €
[1,...,n] sdo dadas. O conjunto F £ {x € R" : F(x) > 0} de LMIs é sempre convexo, o que
torna as LMIs atrativas computacionalmente. Entretanto, nem todo problema é prontamente
descrito por LMIs, sendo necesséria a utilizacao de certos procedimentos matematicos para
sua tratabilidade, como os apresentados na sequéncia.

Lema 2.3.1 (Transformacao de Congruéncia). Considere uma matriz simétrica e invertivel
P € R™" que satisfaca P > 0, entdo a condicdo:

Q'PQ>0YQeR™™ (2.19)
é valida para todo () com rank (Q)) = n.
Lema 2.3.2 (Troca de variaveis). Seja P € R™*" uma matriz simétrica que satisfaca:
P'>0. (2.20)

Se existir uma matriz simétrica F' € R™*", tal que F > 0, entdo F = P~! satisfaz (2.20).

Lema 2.3.3 (Complemento de Schir). Considere as matrizes A € R"*", B € R"*™ e C €
R™*™ talque A= A", C = C" e C > 0. Entdo as seguintes relacbes sao validas:

o

A—BC'B">0% > 0, (2.21)
* C
o

A-BC'B" <0« < 0. (2.22)
* C

Lema 2.3.4 (Alocacdo Robusta de Autovalores). Uma regido LMI é qualquer subconjunto
do plano complexo C que pode ser descrito conforme:

D={seC:L+sQ+sQ" <0} (2.23)

onde L e () sdo matrizes reais, tal que L = L". Os autovalores de uma matriz A € R"*"
estao contidos em (2.23) se existir uma matriz simétrica P € R™*" tal que:

P >0, He{Q ® (PA)}L & P < 0. (2.24)

24 Projeto de Sistemas de Controle Robusto

Esta secdo apresenta metodologias tradicionais para controle robusto de sistema.
Um controle robusto se caracteriza pela insensitividade do projeto de controle em relacao
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as diferengas entre o sistema real e o0 modelo do sistema utilizado para projetar a lei de
controle (Postlethwaite, 2001). A metodologia proposta por este trabalho é baseado em uma
lei de controle por realimentacdo de estados sintetizada por um problema de otimizacao
submetido a LMIs, para que isso seja possivel as ndo linearidades da plataforma devem
ser representadas em uma forma que seja tratavel por ferramentas convexas tal como a
framework de LMIs. Portanto primeiramente este capitulo aborda a modelagem politopica
e posteriormente leis de alimentacdo de estados.

2.4.1 Modelagem Politépica

Considere um sistema genérico com parametros variantes no tempo e/ou incertos
(LPV - Linear Parameter Varying) descrito por:

(t) = A(6(t))x(t) + B((t))u(t), (2.25)

onde x € R™ é o vetor de estados, u € R™ é o vetor de entradas e § € Ds C R? é o vetor de
parametros variantes no tempo e/ou incertos, estes parametros independem dos estados
do sistema. Considere que © é o conjunto de valores admissiveis para 6. Suponha que as
matrizes A(9) € R™™ e B(d) € R™™ sao linearmente dependentes de J.

A modelagem politdpica consistem em enquadrar o conjuto Ds em um conjunto
convexo Ps chamado de politopo que pode ser representado pela combinagdo convexa de
vértices, definido conforme

)€ P5 = CO{I/l,I/Q,...,Vgp} = {52 é < ) < (5_1', 1= 172,...,])}, (226)

tal que 0; e 0 (i =1,2,...,p) denotam respectivamente o valor minimo e maximo de ¢;. Além
disso, v; € R? (i = 1,2,...,2P) denota o0 i-ésimo vértice deste politopo. A Figure 2.2 ilustra
um exemplo de grafico de um politopo no espago R2.

Figura 2.2: Exemplo de politopo

02
121 32 P
Ps
g Ds |6, 5
1
vy 3 V3

Fonte: Adaptado de da Silveira Castro (2015)
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A representacao politdpica permite utilizar a propriedade da convexidade da LMIs
para analisar a estabilidade de sistemas incertos.

Teorema 2.4.1 (Estabilidade de Sistemas Politopicos). (Boyd, 1994) Suponha que exista
uma matriz simétrica definida por P € R"*™ que satisfaca:

PA(S)+ A(0)"P <OV 6 € V(F5) (2.27)
entéo esse sistema com u(t) = 0 é assintoticamente estavel Vo € D;.

Devido ao resultado do Teorema 2.4.1, para comprovar a estabilidade de um sis-
tema politdpico, € suficiente avaliar somente os vértices do conjunto politépico.

2.4.2 Realimentacao de Estados

Até o momento foram apresentadas ferramentas para analise € modelagem de sis-
temas, entretanto para aplicacao abordada neste trabalho é necessario alterar a dinamica
natural do sistema (malha-aberta) buscando estabiliza-lo e rejeicdo de perturbacbes exo-
genas. Uma forma usual para controlar sistemas consiste na implementacao de uma lei de
realimentacao de estados:

u= K. (2.28)

onde K € R™*™ ¢ a matriz de ganhos de realimentacdo. Considerando um sistema gené-
rico, definido por (2.25), podemos definir a dindmica em malha fechada como:

& = (A(0) + B(O)K) z. (2.29)

O problema de controle robusto é encontrar um ganho K tal que o sistema 2.29 seja assin-
toticamente estavel para todo § € Ds, para isso considere o Teorema a seguir.

Teorema 2.4.2. Suponha que exista uma matriz simétrica positiva definida F' € R"*™ e uma
matiz G que satisfagcam

He{A(0)F + B(0)G} <0V § € V(Ps) (2.30)
tal que K = GF~1, entdo o sistema (2.29) é assintéticamente estavel para todo § € D;.

Demonstragdo. Considere a fun¢do de candidata de Lyapunov V(z) = =" Pz, onde sua
derivada em fungéo de z € dada por:

V() =2 (P(A@S) + BO)K)z + (A(6) + BO)K) P)x (2.31)



26

Para que o sistema seja assintéticamente estavel para todo § € Ds;, de acordo com o0s
critérios de Lyapunov, devemos assegurar que:

1. V(z) >0

2. V(z,6) <0V 6 € Dy

Considere a transformagéo de congruéncia definida pelo Lema 2.3.1, logo:

' Pr>0& P >0 (2.32)
z" (P(A(6) + B(0)K)z + (A(0) + B(O)K) P)z <0 & (2.33)
(P (A(8) + B(O)K) z + (A(6) + B(§)K)" P) <0 '
Agora considere a seguinte troca de variaveis:
F=P' G=Kp* (2.34)
Tal que F' = F™ > 0. O que produz a expressao
He{A(0)F + B(6)G} <0 (2.35)

Pela propriedade da convexidade, garantindo (2.35) para todo os vértices de D, conse-
guente é garantida a estabilidade pra qualquer valor dentro do politopo. O

2.5 Principio do Modelo Interno

O Principio do Modelo Interno (PMI), proposto por Francis e Wonham (1975), € um
resultado tedrico essencial para o projeto de sistema de controle visando o seguimento de
sinais de referéncia e rejeicao de sinais de disturbio, visto que um determinado sinal pode
ser rejeitado ou seguido, se sua dinamica for reproduzida pelos estados do controlador
(Isidori, 1986).

Considere o diagrama de blocos ilustrado pela Figura 2.3, onde o bloco ‘Controla-
dor’ representa o modelo interno que € modelado nesta se¢éo, o bloco ‘Sistema’ representa
a dindmica do sistema que pretende-se controlar, o sinal e(t) representa o erro do sistema,
u(t) a entrada de controle e w(t) a perturbacdo que ndo pode ser medida. Se a trajetoria
de w(t) pertence a um conjunto de trajetorias que estdo incorporadas no modelo interno
do controlador, entdo a estabilidade assintética do sistema pode ser garantida de maneira
robusta.
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Figura 2.3: Diagrama de blocos com PMI

Sistema exdgeno

w = s(w)
w(t)
Controlador Sistema
o {é o) {a: - fwuw) |
u=w(§) e = h(z,w)

Para compreender o conceito do PMI, considere as definicbes apresentadas a
seguir:

Definicao 2.5.1 (Imersdo de Sistema). Um sistema {X, f,h} esta imerso no sistema
{X', f',1'} se existirmapa p: X — X' que satisfaga p(0) =0 e

() # h(z) = W(p(a)) # ' (o(2)), (2.36)

tal que
2 f(w) = Fpla) 237)
() = W (p(a)) 238)

para todo x € X.

Definicao 2.5.2 (Superficie Central (Center Manifold)). (Christopher I. Byrnes, 1997) Uma
superficie central pode ser definida como:

M={(2,{,w,0) eR"XxR" X R’ x A:x=w(w),& =0c(w)}, (2.39)
que é dita invariante em relagdo a (x(t),£(t), w(t)) se
(x(to), &(to), w(ty)) € M = (z(t),&(t),w(t)) € MYt >, (2.40)
e regionalmente atrativa em relacdo a D se

lim (z(t), £(t), w(t)) € MV (2(0),£(0), w(0)) € D x RP. (2.41)

t—o00
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Considere o sistema:
= f(z,u,w
A ) : (2.42)
e = h(z,w)
onde z € R" é vetor de estados do sistema, e € R™ é erro do sistema, © € RY é o vetor
de entradas do sistema e w sé&o os estados do modelo interno do sistema exégeno definido
por:
w = s(w). (2.43)

Para garantir uma regulacédo de saida robusta do sistema (2.42) na presenca de
perturbacbes exdgenas geradas por (2.43), € necessario garantir a existéncia de uma su-
perficie central M invariante e atrativa, tal que o erro seja zerado dentro dele. Portanto,
assuma que a linearizagéo local do sistema na origem (z,w) = (0,0) é controlavel e obser-
vavel. Logo o principio do modelo interno € descrito pelo seguinte Teorema.

Teorema 2.5.1 (Principio do Modelo Interno). (Isidori, 1986) Considere a planta definida por
(2.42) com o sistema exoégeno (2.43). Suponha que o sistema exégeno seja um sistema de
estabilidade neutra. Portanto existe um controlador que resolve o problema de regulacao de
saida se existir uma mapa x = m(w) e u = c¢(w), com w(0) = 0 e ¢(0) = 0, ambos definidos
em uma vizinhanga W, C W da origem, satisfazendo as condicées:
O s(w) = (), euw),w)
0= h(r(w),w)

, (2.44)

para todo w € W, e tal que o sistema auténomo com saida:

= s(w) (2.45)

u = c(w)
esteja imerso no sistema:

, (2.46)

onde ¢ € =y C R, no qual ¢(0) =0 e ~(0) = 0.

Demonstragdo. Suponha um controlador na forma:

S = M(f?e)
u=w(¢)

(2.47)
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solucione o problema de regulagdo de saida. Entdo deve existir um mapa z = 7(w) e
¢ =o(w),onde 7(0) =0 e o(0) = 0 tal que satisfaga

55 (W) = f(m(w), e(w), w)
a—Z}S(w) = u(o(w),0) : (2.48)
0= h(r(w),w)
Forcando as seguintes relagdes
c(w) = w(o(w)), v(§) = @(§), ¢(§) = u(&,0), (2.49)

observa-se que 7(w) e c(w) satisfazem a condigéo (2.44), enquanto p(w) e v(w) satisfazem

do
o = plo(w)), e(w) =1(o(w)) (2.50)
portanto provando que {W, s, c} estd imerso em {=, ¢, v}, onde =y = c(W,). O

De acordo com o resultado do Teorema 2.5.1, somente um controlador capaz de
replicar a dindmica do sistema exdgeno pode rejeitar os sinais gerados pelo mesmo. Esta
teoria se aplica também a sistema lineares, onde podemos simplificar a representacéo da
superficie central

M={(z,{&,w,§) e R" xR" xR’ x A: x =w,§ = Xw}. (2.51)

Esta representacao linear sera utilizadas nas se¢coes remanescentes. Note que a invarian-
cia da superficie central M na forma linear somente é garantida se a troca de x por [lw e
¢ por Xw for factivel, pois caso contrario o sistema exdgeno ndo estara imerso no modelo
interno do controlador, em outras palavras, o controlador ndo podera replicar os sinais de
perturbacédo e consequentemente nao ird anula-los. Além disto, considerando uma lei de
controle por realimentacao de estados, para obter as matrizes 11 e ¥, as quais descrevem a
superficie central M, deve-se conhecer o Lema apresentado a seguir.

Lema 2.5.2. Considere uma equacéao de Sylvester do tipo X (2 = AX + T, onde 2 € R"*",
A € RoxoeY € R sdo matrizes dadas e X é uma matriz incognita. A solugdo X
para esta equacgao é existente e unica se e somente se todos os autovalores de 2 sejam
diferentes dos autovalores de A.

Uma aplicagdo importante para o Teorema 2.5.1 para rejeicdo de perturbacdes
periédicas é a utilizagdo dele na forma de controlador ressonante, o qual foi utilizado poste-
riormente pelo trabalho.



30

2.6 Plataforma Stewart

Este capitulo aborda a descrigao matematica da plataforma Stewart, ilustrada pela
Figura 2.4, utilizando um modelo baseado em quatérnios, o qual ja foi validado contra o
modelo mais classico obtido por Euler-Lagrange (de Faria et al., 2016). Este capitulo é
organizado da seguinte forma: primeiro, € apresentado descricdo geométrica da plataforma
junto aos principais parametros construtivos da mesma. Em seguida, € apresentada a
descricdo matematica da dindmica do sistema juntamente com a matriz jacobiana descrita
através de quatérnios.

Figura 2.4: Plataforma Stewart

Fonte: Adaptado de de Faria et al. (2016)

2.6.1 Descricao Geométrica

Considere a plataforma da Figura 2.4, onde ha trés sistemas de referéncia: um
sistema de coordenadas global O;, um local na plataforma de base Op e outro local na
plataforma de topo Or. A origem de ambos os sistemas de coordenadas locais coincide
com o centro de massa de seu respectivo corpo. O seis graus de liberdade da plataforma
sdo providos pelos seus seis atuadores ¢ € R® chamadas de pernas do sistema. Cada junta
do sistema b; e t; € um vértice de um hexagono localizado dentro de um circulo com raio r,
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e r;, como ilustrado pela Figura 2.5, onde os subscritos ¢ e b seréo utilizados de agora em
diante para referenciar a plataforma de topo e de base respectivamente.

Figura 2.5: Parametros Geométricos e Vértices

T A

bt

Fonte: Adaptado de de Faria et al. (2016)

As posicao das juntas considerando as referencias locais sao definidas por:

rpco8(7;) ricos(v;)
Bi = |rsin(vy) | . Ti = |rsin(v) |, (2.52)
0 0
sendo _ .
e Py e Py
———,1=(1,3,5 - = 1=(1,3,5
Yi—-1 — ©b; 1= (2747 6) Vi1 — ¥t 1= (2747 6)

onde os parametros r,, r; , v, € ¢; definem a estrutura geométrica de uma plataforma
Stewart. Os valores ¢, € p; sdo 0s angulos entre a posi¢ao da junta e o eixo x do plano de
coordenadas locais da plataforma de base e topo respectivamente.

2.6.2 Matriz Jacobiana

A matriz Jacobiana transforma as velocidades lineares dos seis atuadores ¢ € R®
para a velocidade linear e angular aplicadas no centro de massa das plataformas de base
e de topo.

Dt
Wy

(=J|7", (2.54)
Py

Wh
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onde p, € R3 e p, € R? sdo as velocidades lineares das plataformas considerando o sistema
de coordenadas global, a Figura 2.6 ilustra os vetores p, € p,, w, € R3 e w, € R3 séo as
velocidades angulares considerando o plano de coordenadas local dos suas respectivas
plataformas.

Figura 2.6: Principais Vetores da Plataforma Stewart

Pt

Pb . B

Fonte: Adaptado de de Faria et al. (2016)

Considere a plataforma e seus principais vetores ilustrados pela Figura 2.6. existe
uma matriz Jacobiana J € R%*!2? na forma:

ni (S(R{Ti)n)" —ni —(S(R;Bi)n1)’

J=1": : : : 7 (2.55)
ng (S(R[Ts)ne)" —ng —(S(R{Bs)ne)"
onde 7
ng = -—— (2.56)
|| L] |

€ um vetor unitario com a mesma direcao i-ésima perna L;

Li = R'T; 4+ p, — (R} B; + ) (2.57)



33

onde R/ e R! sdo as matrizes de rotagao (definicdo 2.1.4) considerando o plano de coorde-
nadas global da plataforma. Note que a derivada de L e ¢ podem ser descritas como:

L = S(w)RiT; + pr — (S(wy) R B; + py) (2.58)

(; = Lin; = S(w)RIT, + py — (S(ws) RLB; + py)n, (2.59)

Utilizando a propriedade que o produto escalar entre vetores € o mesmo valor de um vetor
transposto:
a-b=>b"a (2.60)

e a seguinte propriedade de produto vetorial
u- (S(v)w) = (S(u)v) - w, (2.61)

entao
b = nlp, — nlpe + (S(RIT)ng) "w, — (S(RB;)n:) T (2.62)
Finalmente, (2.62) pode ser reescrita como (2.54)

Considere que a origem do plano de coordenadas globais coincide com a origem
do plano de coordenadas local na plataforma de base e assuma que as perturbagdes apli-
cadas na plataforma de base naturalmente se propagam para a plataforma de topo, entéo
a matriz jacobiana (2.55) pode ser simplificada:

ni (S(R))m)7
J=1|: : , (2.63)
ng  (S(Rf)ne)"
onde

Li=R/Ty+p —B;Vi=1{l,...,6}, (2.64)

entdo a matriz jacobiana assume uma forma quadratica e inversivel, onde:
i=J [p_t] (2.65)
Wy

Também podemos realizar o mesmo procedimento para relacionar as forgas e tor-
ques do sistema, isto é pode-se utilizar a transposta de J para relacionar as forgas dos seis
atuadores com as forgas e torques aplicados no centro de massa da plataforma de topo.

Fy

Tt

F= — I f. (2.66)
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Esta conclusao vem da definicdo de poténcia e trabalho:

W:/ F'dt. (2.67)
0
aw

onde W € o trabalho, P é a poténcia e v é a velocidade. Sabemos, pelo principio da con-
servacao de energia, o resultado da poténcia P produzida pelas forcas e torques aplicados
na plataforma deve ser o mesmo que o resultado da poténcia produzia por f;:

P=PR,. (2.69)
Expandindo as equacgdes, obtemos:
Flo=fl - Flo=fJv  F=JFf (2.70)

Agora estamos em posicao para descrever a dinamica do sistema. Para simplificar
a notacao, de agora em diante vamos ocultar o subscrito ¢.

2.6.3 Dinamica da plataforma

A matriz jacobiana simplificada (2.65) nos permite modelar a dindmica do sistema
sem levar em consideracao as propriedades geométricas da plataforma, a Figura 2.7 ilus-
tra a dindmica do sistema em malha aberta. Nesse esquematico o bloco de “Atuadores”
representa a dindmica linear das pernas da plataforma, o bloco J(¢)~" representa a inversa
da matriz Jacobiana, o bloco “Plataforma Stewart” representa a dindmica da plataforma, a
gual é modela nessa segdo. Os sinais ur € R3, u, € R3 sdo as entradas respectivamente
de forca e torque aplicadas no centro de massa da plataforma, dr € R3, d. € R3 s&o as res-
pectivamente as perturbacdes de forga e torque aplicadas na plataforma e y € R° é a saida
do sistema. E importante ressaltar que a descricdo matematica da dinamica da plataforma
abordada nessa sec¢ao nao considera a saturagdo dos atuadores, pois a mesma néao faz
parte do escopo deste trabalho.

A dindmica da plataforma pode ser descrita através de um modelo de um corpo 3D
genérico baseado em quatérnios, onde o plano de coordenadas coincide com o seu centro
de massa:

T=Mw+ S(w)Mw, (2.71)

F = md, (2.72)
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Figura 2.7: Representacdo em malha aberta do sistema da plataforma

h(t) ur (1)

— > Atuadores f6:( ) J(t)" up(t) Plataforma Stewart ————

onde F' € R3 e 7 € R?® sdo os vetores de forga e torque aplicados no centro de massa
respectivamente, M € R**® é a matriz de inércia, m é a massa, S(w)Mw representa o
torque pelo efeito giroscopico, w € R? é a velocidade angular e v € R3 é a velocidade linear.
As equacoes da velocidade s&o dadas por:

—€

w, (2.73)
nls + S(e)

q=

1
2
p=u, (2.74)

onde p = |p, .| € R? é o vetor de posicédo considerando o plano de coordenadas
by D

-
global, onde os subscritos sdo relacionado aos eixos cartezianos globais. ¢ = [77 ETi| é
um quatérnio unitario(Definicdao 2.1.1), que representa a orientacao do corpo no espaco. A
derivada no tempo deste quatérnio unitario é dada por (Diebel, 2006):

H , (2.75)
w

Observe que devido a restricdo do quatérnio unitario ¢'e + n?> = 1, podemos remover re-
presentacdo da dinamica de n sem nenhuma perda de generalidade. Com isto, a din@mica
completa da plataforma de topo pode ser descrita por:

. 1n —e’
1732 nls + S(e)

- 1 .
é 5 (nls + S(e)) w

o w _ | MY u, + dy — S(w)Mw) ’ (2.76)
D v
0 m~Hup + dp)

onde u = [uj_ U;T € R° é o vetor de entradas de controle, d = [dj d;} e R éo
vetor de perturbacdes exdgenas, u, € R? e d, € R?® sdo respectivamente o Torque de
Entrada e perturbagao considerando o sistema de coordenadas local, ur € R? e dr € R? séo
respectivamente a forga de entrada e perturbagéo considerando o sistema de coordenadas
global.
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3. METODOLOGIA PROPOSTA

Este capitulo descreve a metodologia proposta por este trabalho, onde o objetivo
€ projetar uma lei de controle para plataformas Stewart que garanta a regulagéo de saida
robusta na presenca de perturbacées harmonicas com frequéncia fundamental variante no
tempo. Primeiramente é apresentada a formulacdo do problema, entdo € desenvolvida
a dindmica da plataforma através de um modelo Quasi-Linear com Parédmetros Variantes
(Quasi-LPV), o qual nos permite solucionar o problema descrito considerando todas as nao
linearidades da plataforma. Conclui-se o capitulo apresentando a arquitetura do projeto de
controle.

3.1 Descricao do Problema

Considerando a dindmica em malha aberta descrita por (2.76), os sinais de per-
turbacdo d € R® sdo gerados pelo sistema exégeno dado por:

w=Y(§)w
d=Quw

(3.1)

onde w € R?h, ¥(§) € RI2=12h () ¢ R6*12h ¢ § € A é um parametro variante no tempo, o
qual assumimos que ¢ limitado pelo seguinte politopo V ¢ > 0:

A={6eR: §e[3,0]} (3.2)

E essencial identificar o sistema exdgeno (3.1) associado a producao de perturbacdes exd-
genas. Neste estudo assumimos que a for¢a peso é pré-compensada e consideramos uma
perturbacao periddica ressonante com frequéncia fundamental ¢ variante no tempo, como
por exemplo, ondas oceanicas, as quais podemos descrever da seguinte maneira:

W(5) = diag (¥, (5), 20,(5), . .., h¥, (5)) (3.3)
Q:diag<[1 0],...,[1 0]) (3.4)

WA&zth(L% ﬂ’””li ﬂ), (3.5)

-~

6 vezes

onde

0 € A assumimos ser medida, & € R é o numero de harménicas consideradas. A dinamica
interna de W, é diagonalizada seis vezes, pois este € o nimero de entradas do sistema, ou
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seja, a perturbacao é replicada em todas as entradas do mesmo. A matriz 2 foi modelada
de tal forma que todos os estados do sistema exdgeno influenciem o sinal de perturba-
céo aplicado na entrada do sistema. Portanto este trabalho tem como objetivo resolver o
seguinte problema.

Problema 3.1.1. Projetar uma lei de controle tal que as trajetdrias x(t) do sistema em ma-
lha fechada assintoticamente convirjam para origem a partir de uma regido admissivel de
condigdes iniciais (z(0), w(0)) € D, x D,, C RS x R?",

3.2 Formulacao Quasi-LPV

A representacdo Quasi-LPV pode ser definida como uma planta linear variante no
tempo onde as matrizes do modelo no espaco de estados sdo fungdes que dependem do
seu préprio vetor de estados. Neste trabalho, pretende-se adequar o modelo original (2.76)
conforme a seguinte estrutura:

i = A(0(x))z + B(u + d) (3.6)
y=Czx

onde A(A(x)) € R'**12) B € R?*¢/ ¢ e RO*1? sd0 as matrizes de espaco de estados,

r € X C R'2é o vetor de estados do sistema, y € R® é o vetor de saidas do sistema,
T T

u = [uj u}} é o vetor de entradas de controle, d = [dj_ d;} é o vetor de perturbagdes

exdgenas nao medidas e 6(z) : X — © € um vetor dependente dos estados do sistema
limitados pelo politopo ©. Podemos reescrever (2.76) da seguinte forma:

. 1 -
€ —§S(w) 57]]3 03 03 € 03 03
: -1
i wi 04 M=S(w)M 05 03] |« n M O3 Ur n d, . 37)
p 03 05 I; 05 |P 03 03 up drp
U 03 03 03 03] |v 03 mlis
-
note que S(n)w = —S(w)n. Logo, é conveniente neste caso considerar (z) = [77 wT]
Portanto as matrizes de espaco de estados (3.6) podem ser definidas por:
- 1 ;
—§S(w) 577]3 03 03 03 03
-1 , M-t 0
Ay = | O MTS@IM 0 0l g S Y
O3 03 I3 05 03 O3
03 03 03 03 03 m71]3
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1
o= | 0 0 05 (3.9)
03 03 [3 03

A lei de controle pode ser projetada utilizando LMIs, desde que seja garantida que
as trajetorias de x estejam contidas no seguinte conjunto V ¢ > 0:

X={zeR?: |z <sen(¢/2)Vi=1,2,3, |z;| <WVi=45,6}, (3.10)

onde ¢ é o angulo admissivel maximo de orientacdo da plataforma de topo e @ representa a
velocidade angular maxima admissivel para cada eixo do sistema. Consequentemente para
cada parametro de 6 é calculado seu valor minimo e maximo sobre os valores admissiveis
de z:

O={0cR*: cos(¢/2) <0, <1, || <wVi=234}Vt>0. (3.11)

Note que o politopo © somente é vélido para um &ngulo 0 < ¢ < 7, portanto vamos
limitar nossa anélise nesse sentido. A lei de controle que é apresentada na prdéxima secao
deve garantir que os valores de = estejam contidos em X', consequentemente sera garantido
que os valores de 0 estejam contidos em ©. Desta forma as nao linearidades do sistema
foram representadas através de uma modelagem politépica e portanto solucionaveis pelas
ferramentas apresentadas no capitulo 2.

3.3 Projeto de Controle

Um determinado sinal pode ser rejeitado ou seguido, se sua dindmica for repro-
duzida pelos estados do controlador (Isidori, 1986). O esquema de controle proposto para
a plataforma Stewart por este trabalho ¢é ilustrado pela Figure 3.1. Neste esquema o bloco
“Modelo Interno” representa a dindmica interna do controlador dada por:

£=d(8)x+Ty
u=H¢{+ K,

(3.12)

onde ¢ € R!?" ¢ o vetor de estados do controlador, ®(5) € R!?*12h @ ' € R!?*6 g30
as matrizes de ganho internas do controlador. As matrizes de ganho K € R%6 e H €
R6*12" s30 obtidas através da solugédo de um problema de otimizagdo submetido a LMIs. O
bloco “Plataforma Stewart” representa a dindmica da plataforma, “J~ " representa a matriz
jacobiana e o bloco “Gerador ex6geno” € responsavel € o mesmo definido em (3.1).
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Figura 3.1: Sistema em malha fechada

Gerador exdgeno

8(t)

@ utt) @ ult) +d0) J-T Plataforma Stewart y(t)

Modelo Interno H

x(t)

K

Combinando o sistema (3.6) com o esquema de controle (3.12), temos um sistema
aumentado dado por:

) T
X=1.
§
.
Onde x = |z gT] e as matrizes aumentadas que descrevem a dindmica do sistema s&o
definidas por:

B BQ)

U+

— w. (3.13)
rc D(9) 01216 O12n.x6

A(6(z)) omh]

B B}

A(0(x),0) = = = ; (3.14)

)

rc o (0) 01216 O12n.x6

A(6(x)) omh]

considerando a lei de controle uw = Kz + H¢, logo pode-se descrever a dindmica do sistema
em malha fechada da seguinte maneira:

x + Ew, (3.15)

Para simplificar a notacao considere K = [K H], desta forma podemos reescrever (3.15)
como:
x = (A(0(x),6) + BK)x + Ew. (3.16)

3.3.1 Projeto dos termos de ® e I" do modelo interno do controlador

Esta secdo apresenta o projeto das matrizes internas do controlador, essas ma-
trizes buscam replicar a dindmica do gerador exégeno para que o controlador seja capaz
rejeitar os sinais de perturbacéo.

Para garantir uma regulagdo de saida robusta na presenca de perturbacoes exé-
genas d, é necessario garantir a existéncia de uma superficie central M invariante e atra-



40

tiva, tal que a saida de interesse y seja zerada dentro de M, em outras palavras, y =
0 V(z,&w) € M. Consider o Teorema apresentado a seguir para a solugdo das matrizes
de ganho ®(0) e I que garantem a invariancia de M, tal que a saida y zere dentro dele.

Teorema 3.3.1 (Sintese das matrizes de ganho ® e I'). Considere o sistema aumentado
(3.16), € possivel garantir que M seja invariante, tal que a saida de interesse y seja nele
zerada, com o seguinte modelo interno do controlador:

{Mﬁww) (3.17)

I' = [112hx6}

Demonstracdo. Considere sistema aumentado definido por (3.13), a invariancia de M é
garantida se a troca de x por Ilw e £ por Xw for factivel, formando as seguintes equacdes
do regulador de saida:

I0(5) = A(6(x))II + BU + BQ
SU(S) = PX(5) + TCTI VéeEA VOeO (3.18)
U=HY+KII

onde U é uma variavel auxiliar e IT é o0 mapa dos estados em regime permanente que para
aplicacao deste trabalho deve ser zero, ja que o sistema nao deve seguir nenhum tipo de
sinal.

Considere o sistema dado pela equacao (3.16), suponha que o sistema nao for-
cado seja estabilizado de forma robusta, ou seja, a matriz (A (6, ) + BK) contém todos os
autovalores no SPE para todo § € A e 6(z) € ©. Também considere que por definicdo
geradores exodgenos possuem autovalores puramente imaginarios. Note que I e 3 podem
ser obtidos pela solugéo da seguinte equacgéo de Sylvester (Lema 2.5.2):

A(0(x)) + BK BH
rc o(5)

IT
b

BX)

012n

(3.19)

Pelo Lema 2.5.2, a estabilizagdo do sistema nao-forcado leva a existéncia e unicidade de
um M descrito por ¥ e II. Note que forgando ®(9) = (), temos:

YU() =¥(5)X 4+ T'CT, (3.20)
desta forma a Unica solugao possivel para (3.20) é com II = 0, ou seja

SU(8) = T(5), (3.21)
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portanto a saida do sistema é zerada dentro da superficie central M e ¥ é uma solugéo
Unica para todo 6 € A. Com ' = [h%m] temos um modelo interno com as saidas total-
mente controlaveis em relagdo as suas entradas.

]

3.3.2  Projeto baseado em LMIs dos termos de realimentac&o de estados H e K

Nessa secao € apresentada a formulacao dos termos K e H do projeto de controle,
busca-se garantir a estabilidade assintotica do sistema para um conjunto de condigdes inici-
ais D. E importante ressaltar que a prova de estabilidade apresentada nesta secéo leva em
consideracao todas a nao linearidades da plataforma. Para iniciarmos considere a seguinte

troca de variaveis:
22| |, (3.22)
E—XYw

Assumindo que a superficie central M é invariante em relacdo a (z(t),&(t),w(t)), isto é a
troca de £ por Xw é factivel, podemos descrever a dindmica do sistema (3.16) como:

A(0(z))+ BK BH

re () z = (A(0(z),0) + BK)z. (3.23)

7 =

Com objetivo de garantir que M é regionalmente atrativo em D, deve-se garantir a estabi-
lidade assintética do sistema (3.23) para toda condicao inicial z(0) que esteja contida em
D. Assumindo que o modelo interno do sistema exdgeno esta imerso ao modelo interno do
controlador, a prova de estabilidade para o sistema (3.23) também é valida para o sistema
original (3.16). Além da estabilidade do sistema, deseja-se garantir um decaimento expo-
nencial com uma taxa minima « > 0, ou seja, de forma que exista um escalar positivo v tal
que:

||z()]] < ~z(0)[|e™, ¢ > 0. (3.24)

Portanto considere o Teorema a seguir.

Teorema 3.3.2. Considere a dindmica do sistema em malha fechada descrita por (3.23),
um escalar predefinido o« > 0 e k. Suponha que exista uma matriz simétrica positiva defi-
nida F € R™", onde n = 12h + 12 totalizando os estados do sistema mais 0s estados do
controlador e uma matriz genérica G, tais que as seguintes LMIs sejam satisfeitas:

F >0, (3.25)

He{A(0,5)F + BG) +aF} <0V € V(A),0 € V(O) (3.26)
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2
["Z > 0Vie{l.. 6} (3.27)
x F
_KF A(6,5)F + BG
R A(6,9) F+ <0V 5 eV(A),eVO), (3.28)
* —K

_ _ _ T
onde o = [sen(¢/2) sen(¢/2) sen(¢/2) w w @] . Entao considere que as matriz de
ganho de realimentagéo de estados é obtida por

K=GF ' (3.29)

Logo, as trajetdrias de x(t) do sistema convergem exponencialmente para a origem com
taxa de decaimento « para toda condic&o inicial z(0) € D

D={zcR":z2'Pz<1}, P=FL (3.30)
Demonstracdo. Considere a seguinte equacgao candidata de Lyapunov
V(z) = z' Pz, (3.31)

para que V(z) seja positiva definida:
P >0, (3.32)

, onde P € R™". A convergéncia exponencial de z(t) para zero dentro de um taxa minima
de decaimento a > 0 pode ser satisfeita se existir uma constante v que satisfaca (3.24),
onde ~ & dado por (Khalil, 2002):

)\max(P>
= . 3.33
7= Ao (P) (3.33)
Expandindo (3.24), temos:
)\maX(P) —at
< . :
lat)] < 372 5 2Ol (3.34
Logo a seguinte relacédo é verdadeira
|12()[[Amin(P) < Amax(P)|]Z(0)]e™". (3.35)
Note que a seguinte relacdo € valida:
[12()|[*Amin(P) < V(2(t)) < Amax(P)]|2(2)||*. (3.36)

Aresolucdode V(z,0) < —aV (z) fornece V (z(t)) < V(z(0))e *, portanto a seguinte relagdo
fornece a estabilidade do sistema em malha fechada com convergéncia exponencial da
saida:

aV(z) +V(z,6) < 0¥z # 0. (3.37)
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Considerando o sistema (3.13) para o célculo de V' (z, §), podemos rescrever (3.37) como:
He{P(A(#,9) + BK) + aP} < 0, (3.38)

Desta forma garantimos o critério de desempenho do controlador. Agora assuma que z €
X Vt>0,onde:
X={zeR":|z| <o} Vie{l,... 6}, (3.39)

e o é um vetor com os valores maximos admissiveis para o vetor de estado z. Para garantir
que esta ultima condigdo seja sempre verdadeira, considere que as condi¢des iniciais dos
estados do sistema z(0) estdo contidas dentro de um conjunto positivo e invariante D C X,
onde

D={zeR":V(z) <1}, (3.40)

considere a relacdo dada por z; = p;z, entao esta ultima condicao € garantida se:

N\ 2 Ty
(ﬁ) <z'Pz<lez’ (pz—fl) z<z' Pz<1. (3.41)

g; i

Utilizando o complemento de Schiir's, podemos reescrever esta condicdo da seguinte

forma:
2

["i p"] >0Vie{l,..6). (3.42)
* P

Portanto, as trajetorias x(t) do sistema em malha fechada (3.13) exponencialmente
se aproximam da origem V z(0) € D se as desigualdades matriciais (3.38) e (3.42) sao
atendidas. Além dos critérios previamente citados, os autovalores do sistema A\ podem ser
alocados de maneira robusta para um raio x visando um controle menos agressivo. Portanto
considere o0 seguinte conjunto:

Dr:{)\ZEC])\Z|</€}V2 < {1,...,”}, (343)
Considerando o Lema 2.3.4, deve-se colocar D, naforma {\ € C: L+sQ+s*Q" <
0}:
. 9 —K A
N <re W <k e<is N : (3.44)
—K
Portanto, a matriz L e (Q podem ser descritas como:
— 0
L=1|" ] , (3.45)
0 —k

Q= [O 1] , (3.46)
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Considerando o Lema 2.3.4, pode-se garantir que os autovalores do sistema estdo contido
em D, desde que P satisfaca:

P PAG)+BK)| _(oscn geo (3.47)
* —rkP
Pela propriedade da convexidade, as relacdes (3.38), (3.42) e (3.47) também sao
verdadeiras se forem garantidas para os vértices de © e A. Também, estas rela¢cdes nao
séo LMiIs considerando as variaveis de decisdo P e K. Para contornar este problema,
considere a seguinte troca de variaveis:

F=P ! G=KP" (3.48)
Desta forma se obtém as LMIs apresentadas pelo teorema. O

Baseado no Teorema 3.3.2, o0 projeto das matrizes de realimentacédo de estados
K e H, tal que a regido de condigdes iniciais D seja maximizada, pode ser alcangada
solucionando o seguinte problema de otimizacédo convexo:

minimize tr(P) sujeito a {(3.25) (3.26), (3.27), (3.28)}. (3.49)
F.G

Com isso estamos em posicao para apresentar os resultados numéricos obtidos
neste trabalho.
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4. EXEMPLOS NUMERICOS

Os exemplos numéricos desse trabalho foram obtidos mediante simulagéo obtidos
utilizando o software MATLAB (2017).

4.1 Sintese da Lei de Controle

Os parametros construtivos da plataforma utilizado durante as simulagdes para
calcular a matriz jacobiana J(t) sédo apresentados pela tabela 4.1.

Tabela 4.1: Parametros da Plataforma Stewart

Parametro Simbolo Valor
Massa da Plataforma de Topo [kg] m 1.36
1.705 0 0
Matriz de Inércia [kgm?] M 0 1705 0 |10°*
0 0 3.408

Raio da plataforma de topo [m] T 0.25

Raio da Plataforma de base [m] Tp 0.35

Angulo entre par de atuadores de topo [rad] o7 /2

Angulo entre par de atuadores de base [rad] ¢5 /6

Para sintese das matrizes de ganho de realimentagédo de estados foram selecio-
nados os parametros apresentados pela tabela 4.2.

Tabela 4.2: Parametros utilizados na Sintese do Controlador

Parametro Simbolo Valor
Taxa minima de decaimento Q 0.05
Valor maximo dos autovalores em malha fachada K 15
Angulo maximo admissivel em cada eixo [°] @ 25
Velocidade angular maxima admissivel em cada eixo[rad/s] @ 5
Numero de harmdnicas consideradas h 3
Frequéncia fundamental ressonante minima[rad/s] 0 0.3
Frequéncia fundamental ressonante maxima[rad/s] d 0.5

4.2 Simulacoes

Primeiramente foram realizadas trés simulagdes ilustradas pelas Figuras 4.1 a 4.3,
onde a unica diferenga entre elas é a frequéncia § da perturbacdo, os valores simulados
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foram selecionados considerando os veértices de A e um valor intermediario. Nestas si-
mulacdes, as condi¢des inciais do sistema foram zeradas, e o valor inicial dos estados do
sistema exdgeno foi:

w = 0.00056[1195%1], (4.1)

com isso obtemos V' (z) ~ 0.9987, o qual esta préximo da borda de D, ou seja, simula¢des
buscando os casos de maior criticidade da prova de estabilidade. Note que como as nao
linearidades do sistemas sao todas relacionadas a dinamica de rotacdo da plataforma, a
amplitude das perturbagdes de forga ndo influenciam de maneira significativa no valor de
V(z).

Posteriormente foram realizadas mais duas simulagdes com as condigdes iniciais
zeradas e com o sistema exdgenos com os estados dados por (4.1). Na simulagéo ilustrada
pela Figura 4.4 a frequéncia fundamental ¢ inicia como 0.3rad/s e cresce linearmente até
atingir 0.5rad/s. A Figura 4.5 ilustra uma simulagéo variando a frequéncia § iniciando como
0.3rad/s e atingindo o valor 0.5rad/s através de um sinal de degrau.

Posteriormente foram realizadas mais duas simulagbes buscando a borda do con-
junto D ilustradas pelas Figuras 4.6 e 4.7. Primeiro com V(z) =~ 0.9989 considerando as
condi¢des inciais da plataforma zeradas, exceto pela orientagdo no eixo x que foi deslocado
22° e a posicéo p = [0.05 0.05 0.05]T, estas simulacao esta ilustrada pela Figura 4.6. Ja
a figura 4.7 realiza uma simulagédo com todas as condic¢oes iniciais de z zeradas, exceto a
velocidade angular w = [3.98 0 Or e a velocidade linear v = [10 10 10]T, neste caso
obteve-se V' (z) ~ 0.9972. Note que os parametros p € R® e v € R?® ndo influenciam de
maneira significativa o valor de V (z). Em ambas simula¢des néo foram aplicadas perturba-
coes.

Por fim foram realizadas mais trés simulagdes ilustradas pelas Figuras 4.8 a 4.10
variando a frequéncia fundamental das perturbacées e com condic¢des iniciais iguais a:

z =[0.0633 0.0562  0.0633  0.1500  0.1500  0.1450
—0.1000  —0.1000 0.4715  5.0000  5.0000  5.0000
0.0082 —0.0427 —0.0056 —0.0416 —0.0207 —0.0377
0.0082 —0.0427 —0.0056 —0.0416 —0.0207 —0.0377
0.0111 —0.0427 —0.0002 —-0.0415 —-0.0124 —0.0386
0.0000 —0.0001 0.0000 —0.0001 -0.0000 —0.0001
0.0000 —0.0001  0.0000 —0.0001 —0.0000 —0.0001
0.0000 —0.0001  0.0000 —0.0001 —0.0000 —0.0001]

com esses valores obteve-se V(z) ~ 0.9981. Essas simulagbes foram realizadas para ve-
rificar o comportamento do sistema quando o mesmo deve convergir a saida y para zero
concomitantemente rejeitando perturbacées harmbnicas exégenas.
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A simulacao ilustrada pela Figura 4.11 mostra o resultado obtido com condicdes
iniciais fora do elipséide D, é importante ressaltar que a prova de estabilidade teédrica for-
mulada na secao anterior ndo é valida para esta simulacgao.

Figura 4.1: Simulacéo condi¢des inciais zeradas e perturbacdes harménicas com frequén-
cia fundamental 6 = § = 0.3rad/s
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Figura 4.2: Simulagéo condigdes inciais zeradas e perturbagdes harménicas com frequén-
cia fundamentald = 0.4rad/s

Erro de Ori
T T T T T
0.06 1
|
0.04 T
0.02 1
-
VN~ -~
of AN e S S
0 10 20 30 40 50 60
t(s)
%102 Torque de Entrada
T T T T T
) I\‘ N N
L \ 1
— ANIY ANV AN ,’ ‘l AV,
E oL [N/ VM | NSV I\/ \ N/ V1
2/~ \ V[V [
* ! \
"4t \ \ 'I \ ’l 1
{ \/ \ \
/ 1
'ZEI \ v v
. . . . .
0 10 20 30 40 50 60
t(s)
%102 Torque de Pertubagédo
2 T JAN T T "N’ 1
\ i\ M\ I\
1B \ i\ [ 4
€ \ [ AR} [ IR}
< LEPAN [IVLY I, | B AN
=0 / ~ | N \WANYA '\ A\
o A/ \/\ ] \/ / | (VAN | AV /
YA MY TN hl
1 \
\/ \/ \/ \
2 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60

%107 Erro de Posi¢ao
1ot f f f f q
]
I
||
5 1
o,
A
AN -
of 1\ R O e Tttt
\ A 4 I I I I
0 10 20 30 40 50 60
t(s)
0 X 10° Forca de Entrada
T T T T
\ N\ \
/
T N /A ~ I ~ ]
N\
VAV RNAWAY A IR AWAY/
o [V \ AV '1 VAR SR BN AVANS
Ak Vo “ / \ |
| V) Vi
| \ / \/ \ /
21 v \Y v 1
\ . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
(s)
%1072 Forga de Perturbagdo
2 I JA I A I nt ]
\ i\ I\
\ [ARY
1 | 1\ [ J
\ [\ |\ [\
Ja AVim ‘\ AN \I,\ ~N | IVANYAS
v\ “ / SN\ VYN VA
1 1 | VI 3l
\/ \ \J \
2 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
t(s)



48

Figura 4.3: Simulagao condigbes inciais zeradas e perturbagdes harménicas com frequén-
cia fundamental 6 = § = 0.5rad/s
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Figura 4.4: Simulacéo condicdes inciais zeradas e perturbacdes harménicas com frequén-

cia fundamental variando linearmente entre ¢ e §
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Figura 4.5: Simulagéo condigdes inciais zeradas e perturbagdes harménicas com frequén-
cia fundamental variando com um sinal de degrau entre 6 e §
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Figura 4.6: Simulagdo sem perturbagéao com condigao inicial variando a orientagdo no eixo
X em 22° e a posicao p
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Figura 4.7: Simulacao sem perturbacdo com condigéo inicial variando a velocidade angular
w € a velocidade de translagéo v
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Figura 4.8: Simulacdo com condicdes inciais diferentes de zero e pertubacdes harmdnicas

com frequéncia fundamental 6 = § = 0.3rad/s
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Figura 4.9: Simulacdo com condig¢des inciais diferentes de zero e pertuba¢des harmdnicas
com frequéncia fundamental 6 = 0.4rad/s
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Figura 4.10: Simulagao com condigbes inciais diferentes de zero e pertubagdes harmonicas
com frequéncia fundamental 6 = § = 0.5rad/s
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Figura 4.11: Simulagéo com condi¢des iniciais fora do Elips6ide D com V(z) ~ 3.1847
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4.3 Analise do Resultados

Em todas as simulag6es realizadas a convergéncia de y(t) para zero foi em menos
de trinta segundos, cumprindo o decaimento exponencial minimo definido em projeto.

A constante x = 15 definida em projeto por ser um valor bastante restritivo, limitou
bastante a velocidade de resposta do sistema tornando as entradas de controle bastante
suaves, um valor muito alto para este parametro tornaria o controle rapido demais e con-
sequentemente resultaria em um problema de chattering das entradas. Além disso como
pode ser visto pelas simulagdes das Figuras 4.1 a 4.3, a lei de controle com parametros
bastante restritivos limitou de maneira significativa a amplitude maxima das perturbacdes.
Para obter uma resposta mais rapida mantendo o problema da sintese de controle factivel,
seria necessario aumentar o valor de « para tornar as entrada de controle mais agressivas
e/ou o valor de o para aumentar a taxa de decaimento exponencial do sistema. Note que
um « muito elevado com um valor de x muito baixo resultaria em uma solugao nao factivel,
acontecendo isto deve-se aumentar o valor de « de tal forma que solugéo seja factivel com
desempenho desejado sem criar um problema de chattering das entradas.

As simulacgdes ilustradas pelas Figuras 4.4 e 4.5 mostram que a convergéncia do
sinal de saida y(t) é garantida mesmo com a variacdo da frequéncia fundamental J, esta
variacao foi realizada dentro do politopo A e a alteracao da frequéncia foi realizada apenas
com um sinal de degrau e um sinal de rampa, outras dindmicas n&o foram testadas.

As Figuras 4.8 a 4.10 mostram que a lei de controle é capaz deslocar o sistema de
volta a origem e rejeitar pertubacdes exdgenas de maneira simultdnea. Os exemplos apre-
sentados consideram trés componentes harmdnicas, quanto mais componentes deseja-se
considerar menos restritivos devem ser os parametros « € a para manter a solucao factivel,
também o aumento de « e reducdo de o podem aumentar tamanho da regidao de valor ini-
ciais admissiveis contidas no elipséide D. Note que mesmo com os valores maximos dos
autovalores do sistema em malha fechada bastante restritivos o elipséide D ficou préximo
dos limites de X, isso fica evidente nas simula¢gdes com V(z) ~ 0.9989 ilustradas pelas
Figuras 4.6 e 4.7, onde somente um estado do sistema relacionado ao aspecto de rotagcao
da plataforma continha condi¢des iniciais diferente de zero e 0 mesmo ficou proximo aos
limites estabelecidos pela Tabela 4.2.

Apesar de a estabilidade ser garantida para qualquer § € A e estabelecermos
um parametro minimo de desempenho para a convergéncia do sistema, as simula¢des
ilustradas pelas Figuras 4.1 e 4.8 com a frequéncia fundamental § = ¢, tiveram tempos de
acomodacao maiores quando comparadas com as simulagdes ilustradas pelas Figuras 4.3
e 4.10, onde § = 0, ou seja, considerando frequéncias contidas no politopo A, o sistema
possui um tempo de acomodacdo menor na presenca de perturbacées com frequéncia
fundamental maiores.
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A prova de estabilidade teorica é valida para qualquer condicao inicial contida no
elipsdide D, mas a ultima simulagéo ilustrada pela Figura 4.11, onde V (z) ~ 3.1847, prova
gue o sistema também converge com algumas condigdes fora deste elipsdide.
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5. CONCLUSAO

Este trabalho propde uma forma sistematica de sintetizar uma lei de controle para
rejeicdo de pertubacgdes periddicas de forma robusta para plataformas Stewart conside-
rando todas as nao linearidades do sistema. Além disso foi garantida convergéncia expo-
néncial da saida y(t) para zero sem nenhum problema de chattering das entradas mesmo
na presenca de perturbacdes harménicas com frequéncia fundamental variante no tempo,
onde a Unica premissa considerada é que assumimos que esta frequéncia é o conhecimento
em tempo real das frequéncias harmonicas que compde os sinais de perturbacao.

O esquema de controle proposto por esse trabalho, comega por uma formula-
cao de Newton-Euler baseada em quatérnios apresentada pelo Capitulo 2.6. O modelo é
composto pela cinematica inversa da plataforma de topo descrita através de uma matriz
jacobiana J(t), isto permite descrever matematicamente a dindmica da plataforma com trés
entradas de forgcas mais trés entradas de torques completamente desacopladas ao invés
de modelar o sistema em funcao das entradas lineares de cada atuador. Esse modelo nos
permite separar a dindmica de translacao e rotagdo em dois subsistemas separados (de Fa-
ria et al., 2016), todavia como a proposta deste trabalho consiste na mesma estratégia de
controle para ambos, preferiu-se trata-los de maneira unificada para tornar a solugcao mais
elegante. Como ambos os subsistemas possuem caracteristicas diferentes, € possivel me-
lhorar o desempenho da estratégia de controle apresentada tratando-os separados, pois
desta maneira é possivel parametrizar a lei de controle conforme a especificacdo de cada
um. A representacado apresentada neste capitulo descreve a plataforma por completo, ex-
ceto pela saturacédo dos atuadores que nao fazem parte do escopo deste trabalho, mas esta
representacao nao € tratavel por ferramentas convexas, portanto ndo € possivel sintetizar
uma lei de controle utilizando LMIs.

Por este motivo, no capitulo 3 € apresentada uma modelagem politdpica da plata-
forma, o que permitiu sintetizar a lei de controle de forma sistematica utilizando desigual-
dades matriciais lineares. Neste capitulo também é abordado o projeto de controle para
a plataforma, onde ha uma prova teorica de estabilidade considerando todas as n&o line-
aridades do sistema, provendo ao sistema uma regulagdo de saida robusta na presenca
de pertubagdes exdgenas harmbnicas com frequéncia variante no tempo para um conjunto
de condicdes iniciais admissiveis. Também neste capitulo esta descrito o sistema exdgeno
responsavel pela geragao destas perturbacdes que ndo sdo medidas, mas neste trabalho
assumimos que a frequéncia fundamental § € medida. A solucdo proposta para provar es-
tabilidade da plataforma consiste na modelagem de uma superficie central M invariante e
atrativa tal que a saida do sistema seja zerada dentro dela. Para isto, foi utilizado o principio
do modelo interno, no qual se garantiu a invariancia da superficie central, onde a dindmica
interna do controlador basicamente replica a dinamica do sistema exégeno para que 0s
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sinais gerados pelo mesmo possam ser rejeitadas. Esta metodologia viabilizou uma troca
de coordenadas do sistema em fungcdo de 3, matriz que descreve M,tornando possivel
sintetizar os ganhos de realimentacao de estados K e H da lei de controle u = Kx + HE
utilizando LMIs que ndo consideraram a entrada de pertubacdes do sistema em nenhuma
das desigualdades utilizadas. Devido a troca de coordenadas, é necessario considerar a
amplitude das perturbagdes na verificagcdo das condigdes inicias, isso fica evidente nas pri-
meiras simula¢des apresentadas pelo trabalho, ja que mesmo com os estados do sistema
zerados, o valor de V/(z) ficou préximo da borda de D.

No capitulo 4 sdo apresentados os exemplos numéricos obtidos aplicando a meto-
dologia proposta pelo capitulo 3. Os resultados apresentados mediante simulagdo provam
gue o sistema converge exponencialmente seguindo os critérios de performance utilizados
na sintese do controlador. Além disso, ilustrou-se que o sistema convergiu para qualquer
condi¢ao inicial contida em D, esta prova € verdadeira considerando a propriedade de con-
vexidade da representacao politépica, ja que ha um numero infinito de combinagdes pos-
siveis dentro de D. A estratégia de controle anulou completamente qualquer perturbacao
gerada por um sistema com autovalores iguais ao do modelo interno do controlador, em
outras palavras, a proposta deste trabalho depende de um modelo matematico fidedigno ao
sistema responsavel pela geragao de perturbacoes.

Um gerador de perturbagbes exdgeno real possui infinitas harmonicas e portanto €
impossivel anular completamente as perturbagdes pela metodologia proposta neste traba-
lho, ou seja, sempre havera um erro residual causado pelas harmdnicas ndo consideradas
no projeto de controle. Um ponto importante € que a regido de condi¢des iniciais admis-
siveis diminui na medida que consideramos mais harménicas no projeto, até o ponto onde
encontra-se uma solucdo infactivel. E importante ressaltar, a prova de estabilidade teérica
apresentada neste trabalho sé é valida para um sistema ex6geno com os mesmos autova-
lores do sistema interno do controlador.

5.1 Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros, recomenda-se adicionar a saturacao dos atuadores no pro-
jeto de controle e na prova de estabilidade. Também seria uma importante contribuicdo uma
maneira de estimar a frequéncia fundamental das perturbacdées exdgenas aplicadas a pla-
taforma. A estratégia de controle também pode ser aprimorada utilizando algumas técnicas
adicionais que viabilizem a adicao da matriz jacobiana na prova de estabilidade.

Também pode-se explorar uma abordagem separada para dinamica de rotagéao e
translacdo, melhorando o controle do sistema de translagdo utilizando uma sintese com
custo garantindo H, ou H., para obter um desempenho transitério robusto. Pode-se con-



57

siderar a massa e o momento de inércia do sistema como incertos, para assim tornar a
sintese de controle ainda mais robusta.
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