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Resumo

Esta dissertacao propoe novas topologias de controle para o seguimento de sinais de re-
feréncia periddicos e/ou rejeicao de sinais de distturbio periédicos quando a frequéncia
destes sinais é variante no tempo. A metodologia proposta baseia-se na construcao de
controladores em um novo dominio-f#, onde os sinais de interesse podem ser representados
com periodo constante. Neste dominio, é possivel empregar o Principio do Modelo Interno
para o projeto de controladores lineares que garantem desempenho de seguimento e/ou
rejeicao para estes sinais. O objetivo central deste trabalho é, portanto, uma metodologia
para transformagdo da representacao dinamica de controladores definidos no dominio-6
para o usual dominio do tempo. Esta ideia foi explorada para modificacao dos Controlado-
res Ressonante e Repetitivo, abordagens do Principio do Modelo Interno tradicionais na
literatura para tratamento de sinais peridédicos, originando os Controladores Ressonante
e Repetitivo Transformados, as topologias de controle propostas que consideram ampla
variacao no periodo dos sinais. Para realizar o projeto dos parametros destas arquiteturas
de controle e garantir estabilidade e desempenho robusto em malha-fechada, sao conside-
radas metodologias de sintese robusta baseadas em Desigualdades Matriciais Lineares. As
vantagens das estratégias de controle propostas, em relagao as abordagens tradicionais,
sao demonstradas por meio de simulacoes de aplicagoes praticas que apresentam periodo
variante no tempo, como motores de corrente continua com cargas excéntricas, inversores
de frequéncia trabalhando com tensoes alternadas de frequéncia fundamental variavel e
turbinas edlicas. Além da formulacao em tempo continuo, este trabalho apresenta ao fi-
nal uma metodologia de projeto e implementacao em tempo discreto dos Controladores
Ressonante e Repetitivo Transformados. Resultados experimentais com um motor de cor-
rente continua excéntrico, por fim, comprovam os beneficios das estratégias de controle

propostas em relacao aos controladores tradicionais.

Palavras-chaves: Principio do Modelo Interno, Controle Ressonante, Controle Repe-
titivo, sinais de periodo variante no tempo, mudanca do dominio de sinais e sistemas,

turbina edlica, motor de corrente continua excéntrico, inversor de frequéncia.



Abstract

This dissertation proposes novel control schemes in order to track periodic references
and /or reject periodic disturbances with time-varying frequency. The proposed method-
ology is based on a #-domain concept, where the interest signals possess a constant period.
By employing the Internal Model Principle, this domain allows the design of linear con-
trollers that ensure tracking and/or rejection performance to the targeted class of signals.
The main objective is, then, to transform these controllers dynamical description from
f-domain to the usual time domain. This idea was explored to modify the Resonant
and Repetitive Controllers, traditional approaches based on the Internal Model Prin-
ciple, yielding Transformed Resonant and Repetitive Controllers, the proposed control
schemes that deal with large period variations. Robust control methodologies based on
Linear Matrix Inequalities are presented in order to synthesize the controllers parameters
and assure robust closed-loop stability and performance. The advantages of the proposed
control architectures, in comparison to traditional strategies, are evaluated by simulated
applications with time-varying period signals, such as eccentric direct current motors, fre-
quency inverters and wind turbines. Besides the continuous time formulation, this work
presents discrete time synthesis methodologies and implementation of the Transformed
Resonant and Repetitive Controllers. In the end, experimental results with an eccentric
direct current motor show the benefits of the proposed controllers in contrast to the

traditional ones.

Key-words: Internal Model Principle, Resonant Control, Repetitive Control, signals with
time-varying period, signals and systems domain change, wind turbine, eccentric direct

current motor, frequency inverter.
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1 Introducao

Sinais de caracteristica periddica estao presentes em diversas aplicagdes na enge-
nharia, como conversores de poténcia (ESCOBAR et al., 2007; SALTON et al., 2013b),
unidades de disco éptico (CHANG; SHIM; PARK, 2006), filtros ativos (CHEOWAIT;
PANOMRUTTANARUG; LENWARI, 2008) e manipuladores robéticos realizando tare-
fas repetitivas (LIUZZO; TOMEI, 2008). Nestes casos verifica-se claramente os problemas
de seguimento de referéncias periddicas e/ou rejeicao de distirbios periédicos. Em uma
Fonte Ininterrupta de Energia (SALTON et al., 2013b), por exemplo, objetiva-se produ-
zir uma tensao de referéncia senoidal com a frequéncia da rede elétrica de 60 Hz, além
de rejeitar as perturbagoes harmodnicas provenientes de cargas conectadas a fonte. Com
o crescente aumento das demandas de qualidade, produtividade e seguranca, tornou-se
necessario o projeto de sistemas de controle com robustez e alto desempenho. Portanto
¢ fundamental a realizagao de pesquisas para desenvolver, otimizar e avaliar técnicas de

controle capazes de tratar sistemas sujeitos a sinais periédicos.

O principal desenvolvimento tedrico neste contexto é o Principio de Modelo Interno
(PMI) (FRANCIS; WONHAM, 1975). Este resultado relata que a malha do sistema de
controle, além de ser estavel, deve conter a dinamica instavel e marginalmente estavel dos
sinais de referéncia e distirbio para garantir o seguimento e/ou rejei¢ao em regime perma-
nente destes sinais. Considere por exemplo um simples sinal de referéncia do tipo degrau.
Neste caso particular deve-se inserir um integrador na malha de controle (ou seja, um polo
na origem) para garantir a convergéncia assintética do erro para zero. Esta nogao pode
ser generalizada para sinais de caracteristica periddica. Pela expansao em Série de Fourier
sabe-se que todo sinal peridédico continuo é composto por uma infinita soma de sinais
senoidais em frequéncias harmonicas, isto é, multiplas de uma frequéncia fundamental. O
Controlador Ressonante (CHEN, 1999) apresenta um modelo interno com um par de po-
los complexos, e portanto, capaz de gerar dindmica senoidal em determinada frequéncia.
Este controlador pode ser associado em série para contemplar a frequéncia fundamental e
as principais harmonicas dos sinais de referéncia e disturbio, arranjo denominado Contro-
lador Multiplo Ressonante (PEREIRA et al., 2014). No entanto, para garantir o perfeito
seguimento ou rejeicao de um sinal periddico genérico em tempo continuo seria necessaria
uma infinita combinacao de modos ressonantes, levando a uma impossibilidade de imple-
mentacao. O Controlador Repetitivo (YAMAMOTO; HARA, 1988) é uma proposta para
solucionar este problema. Este controlador utiliza apenas um atraso de transporte para
gerar infinitos polos complexos sobre o eixo imagindrio, assim satisfazendo o PMI para
qualquer sinal periédico. Contudo, uma simples analise do Lugar Geométrico das Raizes

(LGR) mostra que seria necesséaria a inser¢ao de infinitos zeros na malha de controle para
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estabilizar o sistema em malha-fechada com este controlador. Por este motivo utiliza-se
um filtro passa-baixas em série com o atraso de transporte (FLORES et al., 2010b), per-
mitindo estabilizar o Controlador Repetitivo em malha-fechada em troca de uma perda

de desempenho de seguimento e/ou rejeicdo em regime permanente.

Existem ainda diversas aplicagoes onde o periodo dos sinais de referéncia e distur-
bio sdo incertos ou variantes no tempo, como maquinas rotativas (turbinas eélicas (LACK-
NER; ROTEA, 2011) e motores com eixo excéntrico (WIT; PRALY, 2000)), plataformas
estabilizadas (ZHANG; MA; HAN, 2013), além de sistemas elétricos trabalhando com
tensdes alternadas de frequéncia varidvel (BEN-BRAHIM, 2008). E interessante analisar
detalhadamente, neste caso, o exemplo das turbinas edlicas. Estes sistemas sdo compostos
por pas aerodinamicas que convertem a energia cinética do vento incidente para energia
mecanica rotacional. Sabe-se que a intensidade do vento varia de acordo com a posi¢ao
azimutal das pas, devido aos efeitos de cisalhamento pelo solo, sombra da torre, além
de distorgdes causadas por turbinas vizinhas (BIANCHI; BATTISTA; MANTZ, 2006).
Estas variagoes da velocidade do vento no plano da turbina originam perturbagoes de-
pendentes da posicao angular do rotor da turbina. Como estes sistemas sdo maquinas
rotativas, estes disttrbios previamente descritos sao peridédicos e, além disso, este periodo
é variante pois esta relacionado com a velocidade angular da turbina. A aplicacdo dos
Controladores Ressonante e Repetitivo é proposta na literatura para atenuacao do es-
forgo mecénico peridédico em turbinas edlicas (NAVALKAR et al., 2014; HOUTZAGER,;
WINGERDEN; VERHAEGEN;, 2013; ZHANG; CHEN; CHENG, 2013). Contudo, estes
trabalhos consideram apenas a regiao de operacao na qual a rotacao da turbina é man-
tida contante. O projeto destes controladores para toda a faixa de operagao da turbina

edlica, considerando mudancas na velocidade angular de operagao, é um problema a ser

explorado (HOUTZAGER; WINGERDEN; VERHAEGEN, 2013).

A pesquisa e aplicagoes de técnicas de controle para tratar sinais com periodo
variante vem despertando um crescente interesse tanto da comunidade académica quanto
da industria. E verificado que o Controlador Repetitivo apresenta significativa perda de
desempenho para pequenas discrepancias (menores que 0,1%) entre o periodo dos sinais
de referéncia/distirbio e o periodo em que o controlador foi sintonizado (PIPELEERS et
al., 2008). Visando atenuar estes efeitos a literatura propde os Controladores Repetitivos
de Alta Ordem (CHEN et al., 1992; STEINBUCH; WEILAND; SINGH, 2007; STEIN-
BUCH, 2002). A sua aplicagdo principal se d4 em problemas onde o periodo do sinal de
interesse é incerto ou desconhecido, uma vez que a faixa onde o controlador apresenta
ganho infinito é aumentada no entorno da frequéncia de interesse. Aplicacao desta mesma
ideia para Controladores Ressonantes ainda é algo pouco tratado na literatura. Outra
maneira de tratar sinais de referéncia/disttrbio de periodo variante é o emprego de con-
troladores adaptativos. Esta abordagem é preferencialmente utilizada quando a frequéncia

fundamental dos sinais de interesse pode ser medida ou observada em tempo real. Nesta
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categoria encontra-se o Controlador Repetitivo de Atraso Variante (YAO; TSAI; YAMA-
MOTO, 2013; MERRY et al., 2011; CHEN et al., 2013), que consiste em alterar o valor do
atraso de transporte do controlador de acordo com os sinais de referencia/distirbio. As
metodologias de Controlador Repetitivo de Atraso Varidvel encontradas na literatura se
diferenciam pela forma pelo qual o valor deste atraso é computado. O algoritmo proposto
em (YAO; TSAL; YAMAMOTO, 2013) é baseado em uma busca em memoria, j& (MERRY
et al., 2011) propoe um método baseado na solugao de um problema de minimizacao. Vale
ressaltar que uma abordagem semelhante ao Controlador Repetitivo de Atraso Variante
poderia ser transportada para o Controlador Ressonante (resultando em um Controlador

Ressonante de Frequéncia Variante), outra ideia ainda pouco explorada pela literatura.

Uma metodologia diferente existente para tratar sinais de periodo variante ¢ o
projeto e implementacao de controladores amostrados no dominio espacial (NAKANO et
al., 1996), onde o periodo dos sinais é constante. Esta metodologia é usualmente aplicada
para maquinas rotativas sujeitas a perturbagoes dependentes da posi¢cao angular. A grande
vantagem desta abordagem é que as técnicas de controle usuais (para sinais de periodo
constante) podem ser empregadas. Tal ideia ja foi utilizada com o controlador Repetitivo
(chamado Controlador Repetitivo Amostrado no Espaco) (CHEN; CHIU, 2008). Esta
abordagem no entanto apresenta uma maior complexidade para implementacao e prova de
estabilidade, comparada aos Controladores Repetitivos de Atraso Variante. Vale ressaltar
também que amostragem espacial esta, na maior parte dos casos encontrados na literatura,
relacionada apenas para maquinas rotativas. Esta metodologia poderia ser generalizada

para tratar de forma genérica qualquer sinal de referéncia e distturbio de periodo variante.

Além do desenvolvimento de arquiteturas de controladores para tratar sinais de
periodo variante no tempo, é fundamental o emprego de métodos sistematicos para sin-
tese destes controladores de forma a garantir estabilidade e desempenho robusto. Neste
ambito podem ser utilizados modelos no espago de estados com incertezas modeladas na
forma politopica ou limitadas em norma (ZHOU; DOYLE, 1998). Condigoes de estabili-
dade podem ser derivadas na forma de Desigualdades Matriciais Lineares (Linear Matriz
Inequalities - LMIs) a partir do teorema de estabilidade de Lyapunov e também pelos
Teoremas de Lyapunov-Krosovskii e Lyapunov-Razuminkin para sistemas com o atraso
de transporte (GU; KHARITONOV; CHEN, 2003). O critério de desempenho pode ser
adicionado na forma Hs, baseado em minimizacao de energia, ou na forma H., que con-
siste na minimizagao do efeito do distirbio na saida do sistema (ZHOU; DOYLE, 1998).
Uma grande vantagem de trabalhar com problemas na forma de LMIs é a propriedade da
convexidade que permite encontrar de maneira eficiente solugoes étimas globais (BOYD
et al., 1994). Tais metodologias de sintese robusta foram aplicadas para o Controlador
Repetitivo tradicional considerando a presenca de atuadores saturantes (FLORES et al.,
2010a) e também para o Controlador Repetitivo de Atraso Variante (CHEN et al., 2013).

Desenvolvimentos neste sentido poderiam ser realizados para as demais formas de contro-
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ladores adaptativos para periodo variante bem como para os controladores de alta-ordem.

1.1 Objetivos

O foco deste trabalho ¢ o desenvolvimento de controladores para o seguimento e¢/ou
rejeicao de sinais de referéncia/distirbio com periodo variante no tempo. Para atingir este
objetivo principal é proposta uma metodologia de transformagao de sinais e sistemas di-
namicos que relaciona o dominio do tempo com um novo dominio virtual, o qual sera
chamado de dominio-6. A transformagao proposta visa a representacao de forma genérica
de sinais de periodo variante no tempo como sinais de periodo constante. Ao explorar a
caracteristica desta ferramenta matemaética, é possivel empregar o Principio do Modelo
Interno para definir os Controladores Ressonante e Repetitivo tradicionais diretamente
neste dominio-f, visando a garantia de seguimento e/ou rejeicao dos sinais de interesse. O
objetivo final entretanto é a obtencao de controladores dindmicos descritos diretamente
no dominio do tempo, possibilitando o uso de metodologias usuais de sintese, bem como
meios usuais de implementacao. A ideia proposta para atingir esta meta é realizar a trans-
formagao de dominio dos Controladores Ressonante e Repetitivo (definidos virtualmente
no dominio-f) para o dominio original do tempo, porém mantendo a caracteristica dina-
mica e, consequentemente, a caracteristica necessaria para garantir o seguimento/rejeigao
dos sinais. Tal manipulagdo de dominio resultou nos denominados Controladores Resso-
nante e Repetitivo Transformados, os quais apresentam a mesma dinamica no dominio-6

e no dominio do tempo.

Além da defini¢ao dos controladores capazes de garantir o seguimento e/ou rejeigao
dos sinais de periodo variante no tempo, este trabalho apresenta procedimentos sistema-
ticos para sintese dos parametros dos controladores, de modo a assegurar a estabilidade
e o desempenho robusto do sistema em malha-fechada. Neste ambito sdo empregados
modelos no espaco de estados e condi¢oes na forma de LMIs baseadas nos critérios de es-
tabilidade de Lyapunov, Lyapunov-Krosovskii e Lyapunov-Razuminkin, estes dois ultimos

para tratar o atraso de transporte inerente a estratégia de Controle Repetitivo.

As metodologias de controle elaboradas sao avaliadas em aplica¢des onde verificam-
se a presenca de sinais com periodo variante, como maquinas rotativas sujeitas a pertur-
bacoes dependentes da posicao e inversores de frequéncia. Neste contexto de aplicagoes
praticas, um foco especial serd voltado para os sistemas de turbinas edlicas, visto o grande
apelo por utilizarem uma fonte renovavel para geracao de energia, além da contribuicao
teodrica pela aplicagao de controladores Ressonantes e Repetitivos modificados que consi-

deram a ampla variacao do periodo da perturbagao.

Além de apresentar a formulagdo em tempo continuo dos controladores propostos,

este trabalho também demonstra uma metodologia sistematica de projeto no dominio
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discreto, possibilitando a implementacao em microcontroladores digitais. Tal formulacao
levou a realizacao pratica dos controladores propostos em um motor de corrente continua

visando validagao experimental das estratégias de controle desenvolvidas.

1.2 Organizacao do Texto

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira. O Capitulo 2 descreve os
conceitos preliminares essenciais para compreensao da estratégia proposta. Este capitulo
apresenta, por exemplo, os conceitos de estabilidade no sentido de Lyapunov, Lyapunov-
Krosovskii e Lyapunov-Razuminkin, técnicas de controle robusto baseadas em Desigual-
dades Matriciais Lineares, bem como o Principio de Modelo Interno junto com a defini¢ao
classica dos Controladores Ressonante e Repetitivo. Na sequéncia, o Capitulo 3 inicia a
descricao da metodologia proposta focando principalmente na teoria de transformacao de
dominio, formulagao que serve de base para o restante do trabalho. O Capitulo 4 entao
é dedicado exclusivamente para o desenvolvimento do Controlador Ressonante Transfor-
mado, mostrando a defini¢ao de suas equagodes dindmicas, a metologia de sintese robusta
dos parametros, além dos resultados numéricos que comprovam a sua eficacia. O Capi-
tulo 5 apresenta um estrutura muito similar ao anterior, porém voltado para a segunda
estratégia de controle proposta neste trabalho: o Controlador Repetitivo Transformado.
Na sequéncia, o Capitulo 6 apresenta o emprego dos Controladores Transformados desen-
volvidos para aplicagao em turbinas edlicas. Proximo ao final da dissertagao, o Capitulo 7
trata do projeto e implementagdo dos controladores propostos no dominio discreto. Aqui
serao apresentados também os resultados praticos experimentais realizados. Por fim, o
Capitulo 8 traz as consideragoes finais do trabalho e propostas para o desenvolvimento

de trabalhos futuros.
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2 Preliminares

Neste capitulo serao introduzidos os conceitos fundamentais necessarios para apre-
sentacao da metodologia proposta. Primeiramente, sera tratado da estabilidade de siste-
mas no sentido de Lyapunov, onde sera focado principalmente na classe de sistemas line-
ares de parametros variantes no tempo. Apds, sao introduzidos também os conceitos de
estabilidade para sistemas com retardo temporal, com base nos Teoremas da Estabilidade
de Lyapunov-Krasovskii e Lyapunov-Razumikhin. Uma atencao especial sera dada para
sistemas lineares com atraso de transporte variante no tempo, visto que esta caracteristica
sera recorrente na formulacao posterior do trabalho. Na sequéncia deste capitulo é abor-
dada a sintese robusta de controladores com base em Desigualdades Matriciais Lineares.
Esta mesma se¢ao contempla a modelagem polip6tica de sistemas incertos e/ou variantes
no tempo, controle por realimentacao de estados e sintese de custo garantido Hs. Por fim
sera realizada a descri¢gao do Principio do Modelo Interno, um dos conceitos preliminares
mais importantes para este trabalho. Nesta mesma secao final, sdo apresentadas as formas
tradicionais dos Controladores Ressonante e Repetitivo para o tratamento de sinais de
periodo constante, estes que sao estendidos subsequentemente para o caso de sinais de

periodo variante no tempo.

2.1 Estabilidade de Sistemas no Sentido de Lyapunov

O conceito de estabilidade segundo Lyapunov permite tirar conclusoes a respeito da
estabilidade de um sistema nao-linear sem necessitar da resolucao das equagoes diferenciais
que o descrevem. Esta metodologia baseia-se em fungoes escalares representativas do
sistema, conceito que estende a defini¢do classica de funcao de energia. Formalmente, o

conceito de estabilidade no sentido Lyapunov é formulado da seguinte maneira.

Considere o seguinte sistema dinamico:

i(t) = f(x(t),t) (2.1)

onde x € R™ é o vetor de estados do sistema, a fungao f(x,t) : B, x [0,00) — R"™ é
continua por partes no tempo t e localmente Lipschitz em x contido em B,, sendo este
ultimo um conjunto que contém a origem do sistema x = 0. Sem perda de generalidade,
considere esta origem x = 0 como o ponto de equilibrio do sistema (2.1) assumindo que
f(0,t)=0V¢t>0!

1

Quando o ponto de equilibrio do sistema ¢é diferente de zero, pode-se realizar uma troca de variaveis
para deslocar este ponto para a origem do espago de estados. (KHALIL, 1992).
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A Definicao 2.1 na sequéncia formaliza os principais conceitos de estabilidade de
um ponto de equilibrio. O critério de estabilidade do ponto de equilibrio do sistema (2.1)

pode entdo ser analisado pelo Teorema 2.1? posteriormente.

Definicao 2.1. O ponto de equilibrio z = 0 do sistema (2.1) é dito:

e [istdvel se, para cada € > 0, existe um ((g,%y) > 0 tal que

l|lz(to)||< C(e,t0) = |lz(t)||<e, VE>1>0. (2.2)

Uniformemente estdvel se, para cada € > 0, existe um ((g) > 0, independente de t,

tal que (2.2) seja satisfeito.
o Instdvel se ndo for estdvel.

o Assintoticamente estdvel se for estdvel e existir um c(tg) > 0 tal que z(t) — 0 ao

longo que t — oo, para todo ||x(to)||< c(to).

e Uniformemente assintoticamente estdvel se for uniformemente estdvel e existir um
¢ > 0, independente de t¢, tal que para todo ||z(tp)||< ¢, z(t) — 0 ao longo que

t — oo uniformemente em ty. Isto é, para todo n > 0 existe um v(n) > 0 tal que

lz@l[<n, Vi>to+v), V|[z(o)l<c. (2.3)

e Globalmente uniformemente assintoticamente estdvel se for uniformemente estdavel,
se ((e) puder ser escolhido para satisfazer lim._,, ((¢) = oo, e para cada par de

ndimeros positivos 7 e ¢, existe um y(n, c¢) > 0 tal que

lz(®)l[<e, Vi>to+((n0), V¥ lzb)ll<c. (2.4)

Teorema 2.1. Teorema da Estabilidade de Lyapunov (KHALIL, 1992). Considere
x =0 o ponto de equilibrio do sistema (2.1) e B, C R™ um dominio contendo este ponto.

Seja V : By x [0,00) = R uma fungio continua e diferencidvel tal que
Wi(z(t)) < V(x(t),t) < Wa(x(t)) (2.5)

V(x(t),t) < —Ws(x(t)) (2.6)
Vt>0eVaebB,, onde W;: B, = R, i € {1,2,3}, sao fungoes continuas positivas
definidas® em B,. Entdo, o ponto de equilibrio do sistema (2.1) é uniformemente assinto-
ticamente estdvel. Adicionalmente, se B, = R" e Wi(x(t)) é radialmente ilimitada, entao

o ponto de equilibrio do sistema € globalmente uniformemente assintoticamente estdvel.

2 Em teoremas com citacdo no inicio de sua descricdo, a prova nio serd aqui demonstrada, podendo

ser consultada na respectiva referéncia.
3 Uma funcdo W : B, — R% ¢é dita positiva definida em B, se W(z) = 0 quando z = 0 e W(z) > 0
para todo x € B, diferente de zero.
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Considere agora um sistema linear de parametros variantes no tempo

i(t) = A(6(1)) x(2) (2.7)
onde a matriz A(d) € R"*" depende do vetor de pardmetros incertos 6 € Bs C R? tal que
Bs é um conjunto que contém os valores admissiveis para d. A representagdo (2.7) também
implica que o ponto de equilibrio do sistema é naturalmente a origem x = 0 do espaco de
estados. Observe que este sistema é um caso particular da forma genérica representada
em (2.1), contudo grande parte dos sistemas tratados ao longo deste trabalho estardo
enquadrados nesta caracteristica dindmica. Além disso, é possivel obter uma condicao
de estabilidade global para sistemas na forma (2.7) utilizando uma funcao de Lyapunov
quadratica

V(z(t)) = 2"(t)P a(t) (2.8)
tal que P € R™" seja uma matriz simétrica positiva definida®. A aplicacdo da funcio

(2.8) no Teorema 2.1 resulta no seguinte critério a respeito da estabilidade do sistema
(2.7).

Teorema 2.2. Se existir uma matriz simétrica positiva definida P € R™™ tal que
PA(0)+ AT ()P <0, Vo€ Bs, (2.9)

entdo a origem do sistema (2.7) € globalmente uniformemente assintoticamente estdvel.

Demonstragio. Considere (2.8) como a func¢ao de Lyapunov candidata e
Wi(z(t) = ellzt)]|, e €R,, Vie{1,2,3}. (2.10)
Assim, (2.5) torna-se:
e l[z(B)]|< 2 (@) P x(t) < e |z(t)]] (2.11)

Ao deixar €; ser suficientemente préximo de zero e €, ser arbitrariamente grande, verifica-
se que a expressao (2.11) é equivalente a P > 0, relagdo ao qual é valida se P é positiva
definida.

Para satisfazer a condigdo (2.6), realiza-se a derivada de V(z(t)) ao longo da

trajetéria do sistema
' ()Px(t)+ 2" (t)Px(t) < —es|lz(t)]| (2.12)
Aplicando a dindmica do sistema (2.7) na expressao anterior resulta em
2T ()(PA((E) + AGB(E)P)x(t) < —es[[x(t)]] (2.13)

Ao considerar €3 suficientemente proximo de zero, verifica-se que esta expressao é equiva-
lente a (2.9). Portanto, o atendimento desta condi¢ao caracteriza por fim a estabilidade

assintética global uniforme da origem do sistema (2.7). ]
4

Uma matriz quadrada P € R™*" é dita positiva definida ou P > 0 se todos os seus autovalores sdo
positivos. A mesma matriz P também é simétrica se P = P".
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Observe que o Teorema 2.2 origina uma condi¢ao de estabilidade numericamente
dificil de ser avaliada quando Bs é conjunto continuo de valores, visto que devem ser tes-
tadas todas as possiveis matrizes A(d) para cada & € Bs. Para contornar este problema
sera apresentado posteriormente a metodologia representacao de incertezas na forma po-

litopica.

2.2 Estabilidade de Sistemas com Atraso de Transporte

Um sistema dinamico com atraso de transporte pode ser representado de forma

genérica conforme

#(t) = fae(t)t) , we(t) =a(t+8&), &el-r0], (2.14)

onde x € R™ é o vetor de estados do sistema e f : C x [0,00) — R™ é um funcional
com retardo temporal. O conjunto C denota o espago de fung¢des continuas mapeando
o intervalo [—r, 0] para R", sendo r o retardo temporal méximo do sistema. Portanto,
note que z¢ € C representa todo estado anterior do sistema contido no intervalo de
tempo [t — r, t] (GU; KHARITONOV; CHEN, 2003). Novamente, considere sem perda

de generalidade a origem x = 0 como o ponto de equilibrio deste sistema.

A seguir serao apresentadas as abordagens de Lyapunov-Krasovskii e Lyapunov-
Razumikhin para analisar a estabilidade de sistemas com atraso de transporte na forma
genérica (2.14) apresentada. Posteriormente a andlise sera restringida para sistemas linea-
res com atraso de transporte tnico e variante no tempo, pois esta caracteristica dinamica

sera recorrente ao longo deste trabalho.

2.2.1 Abordagem de Lyapunov-Krasovskii

A abordagem de Lyapunov-Krasovskii é uma extensao do método original de Lya-
punov para tratar adicionalmente de sistemas com retardo temporal conforme (2.14). Ao
invés de trabalhar com uma funcao V'(z(t),t) relacionada com o estado do sistema so-
mente no instante ¢, neste caso utiliza-se um funcional V' (z¢(¢),t) considerando todo o
estado anterior do sistema de ¢ — r até ¢, representado aqui por x¢(t). O Teorema da

Estabilidade de Lyapunov-Krasovskii é formulado da seguinte maneira.

Teorema 2.3. Teorema da FEstabilidade de Lyapunov-Krasovskii (GU; KHA-
RITONOV; CHEN, 2003). Considere fungoes positivas definidas W; : R%, — R%, i €
{1,2,3}. Suponha que exista um funcional continuo e diferencidvel V : C x [0,00) — R

tal que
Wi ([lz(t)]]) <V (2e(0),1) < Wa(|l(0)lle) - (2.15)

V(we(0).t) < ~Wa(llz®)]]) - (2.16)
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|lz(@)llc:="sup |lz(t = &Il (2.17)

56[—T70}
Vt > 0 e Vae € C. Entao o ponto de equilibrio do sistema (2.14) € uniformemente
assintoticamente estavel. Adicionalmente, se a funcdo W1 for ilimitada, entao o ponto de

equilibrio do sistema € globalmente uniformemente assintoticamente estdvel.

2.2.2 Abordagem de Lyapunov-Razumikhin

O método de Lyapunov-Razumikhin é uma alternativa ao método de Lyapunov-
Krasovskii para analisar a estabilidade de sistemas sujeitos a atraso de transporte. A
grande vantagem desta abordagem é nao necessitar da manipulacao de funcionais, e sim
apenas de fun¢oes tal como no método original de Lyapunov. A ideia chave por tras desta
metodologia é encontrar uma fungao V (z(t — €)) que represente o maximo de V (z(t — €))
para todo & € [—r,0]. Se V(z(t)) < V(x(t — &)), entdo V(x(t)) > 0 ndo faz V(z(t — £))
crescer. De fato, para V(z(t — £)) ndo crescer é necessario apenas que V(z(t)) nio seja
positivo sempre que V (z(t)) = V(z(t—£)). De forma mais precisa, esta condiciio é expressa

conforme o Teorema 2.4.

Teorema 2.4. Teorema da Estabilidade de Lyapunov-Razumikhin (GU; KHA-
RITONOV; CHEN, 2003). Considere fungoes positivas definidas W; : Ry, — R%, i €
{1,2,3}. Suponha que exista uma fungao continua e diferencidvel V : R™ x [0,00) — R
tal que

Wi(llz(0)]]) < V(x(t),t) < Wa(llz()]]) (2.18)

e que a derivada de V' ao longo da trajetoria do sistema (2.14) satisfaca
V(x(t),t) < —W3(||x(t)||) sempre que V(m(t +&),t +§) < pV(:E(t),t) (2.19)

Vt>0,VexeR eV e [—r0], para um escalar real p > 1. Entdo o ponto de equilibrio
do sistema (2.14) € uniformemente assintoticamente estdvel. Adicionalmente, se a fungao
W1 for ilimitada, entdo o ponto de equilibrio do sistema é globalmente uniformemente

assintoticamente estdvel.

2.2.3 Estabilidade de Sistemas Lineares com Atraso de Transporte Variante

Considere agora um sistema linear com atraso temporal tinico e variante no tempo:

#(t) = Az(t)+ A-x(t—7(t)) (2.20)

tal que A € R™", A, € R e 7 € R}. Conforme ja mencionado, esta caracteris-
tica dinamica é de particular interesse para o presente trabalho. Na sequéncia portanto,
condicoes de estabilidade para este sistema serao formuladas tanto pela abordagem de

Lyapunov-Krasovskii quanto pelo método de Lyapunov-Razumikhin.
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Para provar a estabilidade do sistema (2.20) utilizando o Teorema 2.3 pode-se
empregar o seguinte funcional quadrético de Lyapunov-Krasovskii (GU; KHARITONOV;
CHEN, 2003)

t

V(ze(t)) = 27(t) Pa(t) + TP Sele) dy (2.21)
onde z¢(t), £ € [—7(t),0], denota o estado do sistema de ¢ — 7(¢) até o tempo presente
t. As matrizes P € R™"™ e S € R™"™ sao simétricas positivas definidas. Com base neste
funcional e no Teorema 2.3 é possivel formular o seguinte teorema de estabilidade para

sistemas na forma (2.20).

Teorema 2.5. Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P € R™™ e

S € R™™ e um escalar real positivo p tal que

PA+A"P+S  PA,

X 1 ms| < 0. (2.22)

Entdo a origem do sistema (2.20) é globalmente uniformemente assintoticamente estdvel

para qualquer sinal de atraso T € RY que satisfaca 7(t) < p vVt > 0.

Demonstragio. Considere (2.21) como o funcional de Lyapunov-Krasovskii candidato.

Efetuando a derivada deste funcional ao longo da trajetoria do sistema resulta

V(we(t)) = a7 () Pa(t) + 27 (1) Pi(t) + 27 (1) Sa(t) — (1= 7(t)) 2™ (t — 7() ) S (t — 7(t)) -
(2.23)
Aplicando a dindmica do sistema (2.20) na expressao anterior produz
PA+ AP+ S PA,

x(t)
* (1-7(t)s L(t—m))] - (2:24)

Considere Wy = e;||z(t)||, Wa = €2]|z(t)]|c, entdo para €; suficientemente préximo de zero

V(ze()) = [a7(t) 2" (t—7(1))]

e €9 arbitrariamente grande, o funcional (2.21) atende a condi¢ao (2.15) do Teorema 2.3.

Considere também W5 = e3||z(t)|| e deixe €3 ser suficientemente préximo de zero,
além disso faca 7(t) < u V t > 0. Entao o atendimento da expressao (2.22) implica que
a derivada do funcional candidato em (2.24) é negativa definida que, por sua vez, remete
ao atendimento da condigao (2.16) do Teorema 2.3. Assim, caracteriza-se a estabilidade
assintotica uniforme global da origem do sistema (2.20) para qualquer 7 € R* | desde que
Ft) < pVt>0. O

J& para provar a estabilidade do sistema (2.20) utilizando a abordagem de Lyapunov-
Razumikhin, basta utilizar a mesma funcao quadratica (2.8). Entao, com base nesta fungao
candidata e no Teorema 2.4, pode-se realizar a seguinte afirmacao a respeito da estabili-

dade da origem do sistema (2.20).
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Teorema 2.6. Suponha que exista uma matriz simétricas positiva definida P € R™" e

um escalar real positivo 3 tal que

PA+ AP+ 3P PA,

X ap| < 0. (2.25)

Entao a origem do sistema (2.20) é globalmente uniformemente assintoticamente estdvel

para qualquer sinal de atraso T € R%.

Demonstragio. Considere (2.8) como a fungao de Lyapunov candidata com P = P" > 0
e Wi(llx(t)]]) = &llz(®)]|, i € {1,2,3}. Note que a condigao (2.18) do Teorema 2.4 é

atendida seguindo os mesmos critérios demonstrados na prova do Teorema 2.2.

Considere agora a seguinte relacao

V@@D<—ﬂ<V@@)—V@@—T@D> (2.26)

onde [ é um escalar real positivo. Entao para um e3 positivo suficientemente préximo
de zero e um p infinitesimalmente maior que 1, o atendimento desta expressao também
garante o atendimento da condi¢do (2.19) do Teorema 2.4, implicando na garantia de
estabilidade assintética uniforme global da origem do sistema (2.20) para qualquer sinal

de atraso 7 € R%.

Aplicando a funcdo de Lyapunov candidata na expressao (2.26) e realizando a

derivada V ao longo das trajetérias do sistema (2.20) resulta na relacio (2.25).

]

E interessante ressaltar as diferencas entre as condicoes apresentadas. Conside-
rando 7(t) < p = 0 (atraso constante ou decrescente), ambos os Teoremas 2.5 (Krasovskii)
e 2.6 (Razumikhin) sdo equivalentes ao considerar S = SP. A abordagem de Razumikhin
mostra-se claramente mais conservadora nesta situagao. A vantagem porém do Teorema
2.6 é nao apresentar um limite superior para taxa de variagao 7(t) do atraso de transporte
para a prova de estabilidade. Na verdade, quando a taxa de variagdo do atraso excede o
valor unitério torna-se impossivel provar a estabilidade do sistema (2.20) pelo Teorema
2.5, visto que a condigao (2.22) nunca é factivel para p > 1 (FRIDMAN, 2014).

Para reduzir o conservadorismo dos critérios de estabilidade também é possivel for-
mular condi¢oes dependentes de um valor supremo do sinal de atraso de transporte. No
caso de sistemas lineares com atraso de transporte invariante, pode-se também empregar
o Funcional de Lyapunov-Krasovskii Completo para obter uma condi¢ao de estabilidade
suficiente e necessaria. Este tltimo método contudo requer um procedimento de discretiza-

¢ao para viabilizar o tratamento numérico, o que leva na pratica a condi¢oes aproximadas

(GU; KHARITONOV; CHEN, 2003).
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Ja a reducao do conservadorismo dos critérios de estabilidade para sistemas sujei-
tos atraso de transporte variante no tempo ainda é um problema em aberto. Um avanco
importante neste ramo sao os métodos baseados em transformagao de modelo (FRID-
MAN; NICULESCU, 2008). Contudo, para sistemas em que a variagdo do atraso é rapida
(7(t) >> 1), o método de Razumikhin remanesce como umas das poucas formas de veri-

ficacao da estabilidade (FRIDMAN, 2014).

2.3 Desigualdades Matriciais Lineares (LMls)

Apesar de seu desenvolvimento recente na histéria, o estudo de Desigualdades
Matriciais Lineares (Linear Matriz Inequalities - LMI) voltado para anélise de sistemas
dindmicos comega por volta de 1890 com o desenvolvimento da teoria de estabilidade de
Lyapunov. Neste época surge o primeiro problema na forma LMI tal como demonstrado
no Teorema 2.2. Na década de 1940, os métodos de Lyapunov comecam a ser utiliza-
dos para aplicagoes de controle reais, onde alguns problemas com restrigoes na forma de
LMIs sao resolvidos “manualmente”. Ja na década de 1960 verifica-se que uma familia de
problemas descritos por LMIs podem ser resolvidos através da solugao de uma Equacao
Algébrica de Riccati. O avango neste ramo comeca realmente na década de 1980, quando
é reconhecido que muitos problemas de otimizacao ou existéncia (factibilidade) com res-
tricoes LMIs podem ser resolvidos computacionalmente através de programagao convexa.
Ja no final desta mesma década surgem os primeiros algoritmos de ponto interior para

solugao numérica destes problemas (BOYD et al., 1994).

2.3.1 Definicao

Uma Desigualdade Matricial Linear apresenta a seguinte estrutura:

m
F(z)=Fy+ > xF; >0, (2.27)

i=1
onde x = [x1 xy ... x| € R™ contém as m varidveis de decisdo e F; € R™ " para
1 =1,2,...,n, sdo matrizes simétricas dadas. Observe que os problemas geralmente sao

expressos na forma matricial (por exemplo: PA + A"P < 0, P = PT > 0), tornando
necessaria a transposigdo do problema para a forma padrao (2.27). Existem pacotes de
software capazes de traduzir diretamente o problema da forma matricial para a forma

padrao e posteriormente ja aplicar o algoritmo de solugdo, como exemplo o LMILAB

(GAHINET et al., 1994).

2.3.2 Propriedade da Convexidade

Além das notaveis propriedades de linearidade e simetria, as LMIs também apre-

sentam a importante propriedade da convexidade. Um conjunto X ¢é dito convexo se
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Vee X CR Vye X CReVkel0,1] arelagio kx + (1 — k)y é vilida. Em outras
palavras, o conjunto X é convexo se para quaisquer dois pontos x e y, o segmento de
reta unindo estes dois pontos também pertence ao conjunto. Tal propriedade pode ser
notada para o conjunto de solu¢des de um problema com restricdes na forma de LMIs
(BOYD et al., 1994). Esta caracteristica convexa permite resolver o problema da estabi-
lidade de sistemas com parametros variantes no tempo que, conforme visto pelo Teorema
2.2, apresenta dimensdo infinita. Considere, por exemplo o sistema &(t) = A(J(¢)) z(t),
onde 0 € B = {d : 6 < 6 < 6"} C R e suponha que A(J) é linearmente depen-
dente de ¢ (ou dita afim em 0). Para provar a estabilidade deste sistema deve-se resolver
PA(0) + AT(6)P < 0, P = P" > 0 para todo 6 € Bs. Contudo, pela propriedade da
convexidade, basta resolver o problema anterior apenas nos vértices do conjunto Bs. Ou

seja o problema simplifica-se a encontrar uma P = P" > 0 tal que
PA+AIP<0 , PA+AP<O0, (2.28)

onde A = A(07) e Ay = A(07). Tal formulacao pode ainda ser generalizada para caso
de sistemas com multiplos parametros incertos, metodologia que é conhecida como repre-

sentacao politdpica e sera abordada posteriormente.

2.3.3 Ferramentas Algébricas

As inequagOes matematicas para andlise de sistemas dindmicos ou projeto de sis-
temas de controle usualmente sao nao-lineares, em sua maioria devido a presenca de mul-
tiplicagoes entre varidveis e/ou inversao de variaveis. Para utilizar a metodologia LMI, o
projetista deve utilizar certas ferramentas algébricas para linearizar as expressoes, de tal

forma que seja possivel a traducao para a forma padrao.

A seguir segue a lista de propriedades algébricas utilizadas neste trabalho. A prova
de tais relagoes pode ser verificada detalhadamente em (BOYD et al., 1994).

e Transformacgao de Congruéncia. Seja P € R"*" ser uma matriz simétrica sa-

tisfazendo P > 0. Entao a expressao QPQ" > 0 é valida para qualquer matriz
Q € R™" com rank(Q) = n.

e Troca de Variaveis. Seja P € R™" ser uma matriz simétrica satisfazendo
P1>0. (2.29)

Se existir uma matriz simétrica P € R™" tal que P > 0, entdo P = P! satisfaz
(2.29).



Capitulo 2. Preliminares 33

e Complemento de Schur. Considere matrizes A € R™*" B € R"*™ e C' € R™*™

tal que A= A", C = C7 e C > 0. Entao as seguintes expressoes sdo equivalentes:

A B

A—BC™'B">0,
* C

>0. (2.30)

2.4  Projeto de Sistemas de Controle Robusto

Esta secao apresenta metodologias tradicionais da literatura para o controle ro-
busto de sistemas. Primeiramente, serd abordada a modelagem polipotica de sistemas
com parametros variantes no tempo. Entao, sera tratado do projeto de leis de controle de
realimentacao de estados, bem como a técnica de custo garantido H, para desempenho

transitorio robusto do sistema.

2.4.1 Modelagem Politépica

Considere um sistema na forma

i(t) = A(8(t)) x(t) + B(6(t)) u(t) (2.31)

onde x € R™ é o vetor de estados, u € R™ é o vetor de entradas e 6 € Bs C RP é o vetor de
pardmetros variantes e/ou incertos. Considere Bs o conjunto de valores admissiveis para

. Suponha que as matrizes A(9) € R"*" e B(§) € R™™ sdo linearmente dependentes de
J.

A modelagem politépica consiste em enquadrar o conjunto Bs em um conjunto

convexo Ps (dito politopo®) definido conforme

§€Ps=Colv,vg, ..., vy =1{6:60, <6 <6 ,i=1,2,....,p}, (2.32)
tal que 6; e 6; (1 = 1,2,...,p) denotem respectivamente o valor minimo e maximo de
;. Além disso, v; € RP (i =1,2,...,2P) denota o i-ésimo vértice deste politopo. Observe

desta forma que 6 € Bs C Ps C RP.

A Figura 1 mostra um exemplo grafico de um politopo no espaco R2. Note que os
2P = 4 vértices deste politopo exemplificado sdao v, = [07 05 ], v = [07 65, v3 = [0 03]

e vy =[0] 05].

Dado que § € Ps, entdo o sistema (2.31) pode ser representado na forma politépica

(t) = A\ z(t) + B(A) u(t) (2.33)

5 Politopo é um conjunto convexo e fechado, que pode ser representado pela combinacio convexa de

vértices.
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Figura 1 — Exemplo de um politopo no espaco R2.

0
A

\J
(2]
—

oy &7
{ @
V3 0y vy

onde A(\) e B(\) sdo

A BO] = iA A, B (2.34)
tal que o vetor A pertence ao seguinte conjun‘éc: de valores
\E By = { )\iziAizl ,0< <1, z’:1,2,...,2p} c R%. (2.35)
i=1
As matrizes A; e B; (i = 1,2,...,27) em (2.34) representam as respectivas matrizes

incertas A(9) e B(0) avaliadas no i-ésimo vértice do politopo Ps.

A representacgao politopica permite utilizar a propriedade da convexidade das LMIs
para analisar a estabilidade de sistemas incertos, conforme descrito pelo Teorema 2.7 na

sequeéncia.

Teorema 2.7. Estabilidade de Sistemas Politépicos (BOYD et al., 1994). Suponha

que exista uma matriz simétrica positiva definida P € R™" que satisfaca
PA;+ AP <0 Vie{l,2,...,2°}. (2.36)

Entdo o sistema (2.33) com u(t) = 0 € assintoticamente estdvel ® ¥ \ € By.

2.4.2 Realimentacao de Estados

Até o momento foram apresentados conceitos para analise dindmica de sistemas.
No entanto, é necessario muitas vezes alterar a dindmica natural do sistema (dita em
malha-aberta) de forma a estabiliza-lo ou melhorar seu desempenho. Uma forma usual

para controlar sistemas consiste no uso de uma lei de realimentacao de estados

u(t) = Kx(t) , (2.37)

A frase “o sistema ¢é assintoticamente estavel” denota simplificadamente que “a origem deste sistema
é globalmente uniformemente assintoticamente estdvel”. Esta conotagao seré adotada na sequéncia do
trabalho para simplificar apresentacao dos teoremas, visto que ndo havera distincdo entre as formas
de estabilidade mostradas na Defini¢ao 2.1.




Capitulo 2. Preliminares 35

onde K € R™*™ é a matriz de ganhos de realimentacao.

Aplicando (2.37) em (2.33) resulta na representagao em malha-fechada do sistema:

i(t) = (AN + BOK) x(t) . (2.38)

O problema de controle robusto é descrito conforme o Problema 2.1. Para resolvé-

lo, é proposta a utilizacao do teorema subsequente.

Problema 2.1. Encontrar um ganho robusto K tal que o sistema (2.38) seja assintoti-

camente estdavel para todo \ € B).

Teorema 2.8. Suponha que exista uma matriz simétrica positiva definida P e R™m ¢

uma matriz K que satisfacam
He{A;P+BK} <0 Vie{l,2.. . 2}. (2.39)
Entio o sistema (2.38) com K = KP~' ¢ assintoticumente estdvel.

Demonstragao. Considere inicialmente o seguinte problema: encontrar uma matriz P =

PT > 0 e uma matriz K tal que
P(AM) +BMWEK) + (AN + BWK) P <0 (2.40)

para todo A € B,. Note que esta formulacao é equivalente a realizada previamente no

Teorema 2.2. Pré- e poés-multiplicando (2.40) por P! resulta em
He {A(NP™'+ BAWKP™'} <0. (2.41)

Introduzindo as trocas de varidveis

P=P' K=KP"', (2.42)
tal que P=p"> 0, produz a expressao
He {A(\)P + BO\WK} <0. (2.43)

Pela propriedade da convexidade conforme o Teorema 2.7, a expressao (2.43) é equivalente
a (2.39). m

2.4.3 Custo garantido H»

Observe que o Teorema 2.8 garante apenas a estabilidade do sistema. Entretanto,
na maioria das aplicagoes de controle, o projetista deseja garantir certo nivel de desem-
penho transitorio. Para estes casos, pode-se empregar a metodologia de custo garantido

Hs.
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Considere o sistema (2.33) com a lei de controle (2.37) e um vetor de saida de
desempenho adicional z € R"*, z(t) = C, z(t) + D,u(t), onde C, € R***" ¢ D, € R"=*™
sao matrizes definidas a critério do projetista. A representacao em malha-fechada deste

sistema é expressa conforme:

{x‘(t) = (A + BWK) x(t)

() = (C.+ D.K)a(t) (2:44)

O objetivo do controle Hy é minimizar a energia da saida de desempenho do
sistema. Desta forma, os termos C, e D, podem ser definidos de tal forma que penalize
a energia transitéria dos estados do sistema e/ou a energia transitéria das entradas de

controle. O critério de desempenho Hs é entao formulado pela funcao de custo escalar

T =l2WlB= [~ (0)=(t)dt (2.45)

0

De forma precisa, o controle robusto Hy é descrito conforme o Problema 2.2. O

teorema demonstrado na sequéncia oferece a base para resolver este problema.

Problema 2.2. Encontrar um ganho robusto K tal que o sistema (2.44) seja assintoti-

camente estavel para todo A € By e a funcao de custo Jy seja minimizada.

Teorema 2.9. Suponha que exista uma matriz simétrica positiva definida P e R ¢

uma matriz K € Rmxn que satisfacam

He {Azp + sz} ]30; + kTD;

* -1

<0 Vie{l,2,...,2"}. (2.46)

Entao o sistema (2.44) com K = K P~1 ¢ assintoticamente estdvel e fungio de custo Jo
satisfaz

T < 2(0)"P~2(0) . (2.47)

Demonstragio. Utilize V(x(t)) = 2" (t)Px(t), com P = PT > 0, e faca
V(z(t)) + 2" (t)2(t) < 0 . (2.48)
Integrando (2.48) ao longo do tempo, de 0 até oo, gera
V(2(00)) = V(2(0)) + []2(t)][3< 0 . (2.49)

Assumindo a estabilidade assintética do sistema considera-se V' (oo) = 0. Considera-se

também que x(0) # 0. Entao (2.49) é equivalente a

Jo = [lz(t)][3 < V(0) = x(0)"Pz(0) . (2.50)
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Observe que esta tltima relagao equivale a (2.47) para P = P,

Realizando a derivada V (z(t)) em (2.48) e aplicando a dindmica (2.44) do sistema

resulta em
He{PA(N\)+ PB(\)K} + (C,+ D,K)'(C.+ D.K) <0 (2.51)

Pelo complemento de Schiir, (2.51) é equivalente & expressao

(2.52)

Hﬁpmm+PB@m}cg+K@1<o
* —1 '

Pré- e pés-multiplicando a relagdo resultante por diag{ P~!, I’} e apés realizando as mes-

mas substituigoes de varidveis apresentadas em (2.42) resulta em

(2.53)

* -1

HQMMP+MMK}P@+K@1<O‘

Pela propriedade da convexidade, (2.53) satisfaz para todo A € By se a condigao (2.46)

for verdadeira. O]

Pelo Teorema 2.9, o limite superior (dito custo garantido) da funcdo J, é direta-
mente proporcional a tr(ﬁ_l) (isto é, a soma dos autovalores de ]5_1) para uma condicao
inicial genérica x(0). Entretanto, os pacotes computacionais que resolvem problemas de
otimizacao com restri¢coes LMIs sao capazes de minimizar apenas uma combinacgao linear
das varidveis de decisdo (GAHINET et al., 1994). Para contornar este problema ¢ usu-

almente definida uma variavel simétrica auxiliar X € R " tal que X > P! ou pelo

[X ]2] > 0. (2.54)

complemento de Schiir:

*

Desta forma o novo custo garantido de 75 é
Jo < 2'(0)Xz(0) , (2.55)

ou seja, ¢ diretamente proporcional a tr(X) para uma condicao inicial genérica x(0). Desta

forma, o Problema 2.2 pode ser resolvido pelo seguinte problema de otimizacao linear:

minimizar tr(X) sujeito a {(2.46) , (2.54)} . (2.56)
X,P,K

2.4.4 Sistemas Discretos

As mesmas metodologias de controle robusto apresentadas para o dominio continuo

podem ser facilmente transportadas para o dominio discreto. Seja k € Z% o dominio das
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amostras, x € R"” o vetor de estados da planta na forma discreta e u € R™ a entrada de

controle. Considere a dindmica da planta discreta na forma:
x[k + 1] = A(N) x[k] + B(X\) ulk] , (2.57)

onde as matrizes incertas A(A) € R™™ e B(A) € R™™ denotam a representacao politépica

do sistema, tal como na forma continua:

AN B(A)]Z;Ai A B (2.58)

Aqui igualmente, a varidvel A pertence ao conjunto By em (2.35) e as matrizes A; e B;
(1=1,2,...,2P) representam as respectivas matrizes incertas avaliadas no i-ésimo vértice

do politopo de incerteza.

Suponha a utilizacao da lei de controle discreta
ulk] = Kx[k] (2.59)

para K € R™*" representando a matriz de ganhos de realimentacgao desta lei. Desta forma,

a dindmica em malha-fechada do sistema discreto é escrita conforme

x[k+ 1] = (A(\) + BV K) x[k] . (2.60)

O critério de desempenho Hs também pode ser definido no dominio discreto. Deixe
agora z € R™ ser a saida virtual de desempenho #H, do sistema, definida por z[k| =
C. x[k] +D, u[k]. A representacdo em malha-fechada completa do sistema entéo é expressa

segundo

{x[k:Jrl] = (A(\) +BVK) x[#] (2.61)

z[k] = (C.+D.K)x[k]

Neste caso discreto, a fungao de custo para sintese H, apresenta a forma de soma-
torio ao invés de integral, isto é:

o0

Jo = |2kl 3= Y 2" [k z[K] . (2.62)

k=0
O Problema 2.3 representa a formulacao do problema de controle robusto H, para

sistemas discretos. Para sua resolugao, segue o Teorema 2.10 na sequéncia.

Problema 2.3. Encontrar um ganho robusto X tal que o sistema discreto (2.61) seja

assintoticamente estavel para todo A\ € By e a fungdo de custo Jy seja minimizada.

Teorema 2.10. Suponha que exista wma matriz simétrica positiva definida P € R™" e

uma matriz K € R™™ que satisfacam
—P  PA]+K'B]  PC! +K'D!
—P 0 <0 Vie{1,2,...,2°}. (2.63)

* * -1
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Entio o sistema (2.61) com K = KP~! ¢ assintoticamente estdvel e fungdo de custo Jo
satisfaz

Jo < x"[0]P7'x[0] . (2.64)

Demonstragdo. Utilize uma funcao de Lyapunov quadratica na forma discreta:
V(x[k]) = x"[k] P x[k] (2.65)

para P = PT > (. Considere a notagdo AV(x[k]) = V(x[k + 1]) — V(x[k]). Assim resumida-
mente, a estabilidade assintética do sistema discreto ¢é verificada se AV(x[k]) < 0 (RUGH,
1996). Porém forgando ainda

AV(x[k]) + z"[k] z[k] < O, (2.66)
implica (ao somar esta inequagao de k = 0 até k — oo) que
Jo = z'[k]| z[k] < V[0] = x"[0] Px[0] . (2.67)

Esta tltima inequagao é equivalente a (2.64) para P = p-1.

Aplicando as equagdes (2.61) do sistema na expressao (2.66) resulta
—P+ (A(A) +B(VK) P (A(\) +B(AK) + (C. +D.K) (C. +D:K) < 0. (2.68)
Pelo complemento de Schiir, a inequagao (2.68) é equivalente a

—P  A"(A\)+K'B'(\) CL+K'D]
* —p~! 0 <0. (2.69)

* * -1

Pré- e pos-multiplicando a relagio resultante por diag{P~!,I,I} e apés realizando as

substituicoes de variaveis

P=pP ! K=kp', (2.70)
resulta A A . A R
—P  PAT(A\)+K'B"(\)  PCl+K'D]
* —p 0 <0. (2.71)

* * -1

Pela propriedade da convexidade, (2.71) satisfaz para todo A € By se a condigao (2.63)

for verdadeira. O]

Para solu¢ao do Problema 2.3, com base no Teorema 2.10, deve-se encontrar so-
lucoes P e K dadas as restricoes descritas e de tal forma que tr(P~!) seja minimizado.

Assim garante-se o menor custo J» para uma condigao inicial genérica x[0]. Para tratar
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de forma convexa a minimizac¢ao do traco da matriz inversa de P pode-se utilizar o mesmo
procedimento apresentado para o caso continuo. Deixe a variavel auxiliar X = X' € R™*"

satisfazer X > P, ou pelo complemento de Schiir:

[X ]] >0. (2.72)

x P

Entao solugao do Problema 2.3 é equivalente a resolucao do seguinte problema de otimi-
zZagao convexa
minimizar tr(X) sujeito a {(2.63) : (2.72)} : (2.73)

X,P,R

2.5 Principio do Modelo Interno

O Principio do Modelo Interno (PMI) (FRANCIS; WONHAM, 1975) é resultado
tedrico essencial para o projeto de sistema de controle visando o seguimento de sinais de
referéncia e rejeicao de sinais de distirbio. Para compreender este principio é adequada
uma analise no dominio da frequéncia, conforme o diagrama de blocos apresentado pela
Figura 2. Neste esquemaético, Y'(s) € C representa o sinal de saida da planta, U(s) € C o
sinal de controle, E(s) € C o sinal de erro, R(s) € C o sinal de referéncia e D(s) € C o
sinal de distirbio. Ainda, C(s) = U(s)/E(s) ¢ a funcao de transferéncia do controlador
e G(s) = [G1(s) Go(s)] € C*2 representa as fungdes de transferéncia da planta tal que
G1(s) =Y (s)/U(s) (entrada de controle para a saida) e G(s) = Y (s)/D(s) (entrada de
distirbio para a saida). Suponha para esta analise que G1(s) contém todos os polos de

GQ(S).7

Figura 2 — Diagrama de blocos genérico de um sistema de controle.

D(s)l

R(s) ., E(s) C(s) U(s) L Ges) Y(s)=

Considere a decomposicao polinomial dos sinais de referéncia R(s) e distirbio D(s)

no formato:

_ Hg(s)
LE*(s) LE(s)

D(s) = —12L5)

i) " ) L) 27

7 Est4 suposicio é valida ao assumir que a planta é totalmente controlével em relagdo & entrada U(s).
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tal que para i € {R, D} os seguintes critérios sejam validos:

PN d ~ ’
e Os polindmios H;(s), L;*°(s) e L®°(s) ndo possuem raizes em comum.
e L*°(s) contém raizes somente no semi-plano complexo esquerdo (SPE).

d ’ P . o s . . .
e L’%(s) contém raizes somente no semi-plano complexo direito (SPD) incluindo eixo

imaginario.

Note que através desta decomposigao, L;"°(s) ird conter os modos estaveis do sinal
. ~ spd . . . . (o
i, enquanto a porgao L;""(s) ird possuir os modos instaveis e marginalmente estaveis
deste sinal (também chamados de modos permanentes). Esta separagao é essencial para

formulacao do PMI, conforme serd demonstrado adiante.

Considere também a decomposi¢ao polinomial do controlador C(s) e da planta

G(s) conforme

Hc(S)

C(s) = To(s)

(2.75)

, G(s)z[Hgl(S> He2<s>]7

LGI (S) LG’2 (5>

de forma que, para i € {C,G1, Gy}, os polindmios H;(s) e L;(s) ndo apresentem raizes

em comuil.

Teorema 2.11. Principio do Modelo Interno. Para a configuracio de controle des-
crita no diagrama de blocos da Figura 2, o erro do sistema tende assintoticamente a zero,
isto €

lim e(t) =0, (2.76)

t—o00

caso as sequintes afirmagoes sejam verdadeiras:

e (a) O polinéomio caracteristico do sistema
®(s) = He(s) Hay (s) + Lo(s) Ley (s) (2.77)
possui raizes somente no SPE.
e (b) O polinémio L (s) possui todas as raizes dos polinémios L (s) e L9 (s).
e (¢) O polinémio Hg, (s) nio possui raizes em comum com LE(s) e LPY(s).

Demonstracio. Analisando a malha de controle da Figura 2 e aplicando o principio da

superposigao pode-se escrever o erro E(s) em func¢ao dos sinais R(s) e D(s):

Bls) = <1 T C(i)Gl(s)> Rs) - <1 +gf§;g;1(s)> Dis) - (2.78)
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Aplicando as decomposigoes polinomiais em (2.78) resulta em

E(s) = (LC(2é3;1(S)>(L;?dgf(;%?e<s>>

—T(s) (LO(Sq))ng(S)) (L%’if%%s))

onde ®(s) representa o polinémio caracteristico conforme (2.77) e polindémio Y(s) denota

(2.79)

_ LG1 (3)
LG2(S) ’

isto é, um polindémio com as raizes exclusivas de Lg, (s) em relacao a Lg,(s), dado que

T(s) (2.80)

Lg, (s) contém todas as raizes de Lg,(s).

Suponha por enquanto que os zeros de G1(s) ndo cancelam os polos de C(s), ou

seja, os polinémios Lo (s) e Hg, (s) ndo apresentam raizes em comum.

O valor final do sinal de erro do sistema pode ser verificado pelo teorema do valor
final (HAYKIN; VEEN, 2002)

lim e(t) = lim s E(s) , (2.81)

t—o00 s—0

lembrando que o resultado desta equagao é valido somente se E(s) nao possui polos

instaveis.

Considere agora a escolha de Ho(s) e Lo(s) de tal forma que ®(s) tenha raizes
somente no SPE, atendendo a condi¢ao (a). Suponha também que o polinémio L¢(s)
escolhido contenha todas as raizes de L% (s) e L2(s), conforme a condicio (b). Lembre
também que estes polos adicionados pelo controlador nao sao cancelados pelos zeros da
planta, o que remete ao critério (c). Assim, pode-se observar em (2.79) que E(s) tera

somente polos estaveis, permitindo o uso do teorema do valor final.

Por fim, para verificar o resultado de (2.81) deixe Tg(s) e Tp(s) denotar os po-

lindbmios Lols) Lels)
c\s cls
TR(S) = spd spd 3 TD<S) = spd spd . (282)
L (s) L5 (s) L (s) L5 (s)
Entao é facil notar que
lim (Y () Lo, (s) Hr(s) = Tn(s) Y(s) Ha,(s) H(s))
lims E(s) = == : =0 (2.83)
50 lim ®(s)
s—0
pois limg_,o ®(s) ird resultar sempre em um valor constante. O

Ao analisar a condigao (b) do Teorema 2.11 nota-se que o controlador C(s) deve
conter todos os polos instaveis e marginalmente estaveis dos sinais de referéncia e distturbio

para que o erro do sistema tenda assintoticamente para zero. Em outras palavras, o
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controlador C(s) deve conter a mesma dindmica permanente do sinal R(s) a ser seguido
bem como do sinal D(s) a ser rejeitado. Esta condi¢do é valida, porém, somente se a
malha-fechada do sistema é estavel e os zeros da planta nao cancelam os polos de interesse

adicionados pelo controlador, conforme as respectivas condigoes (a) e (¢) do Teorema 2.11.

Para compreender melhor o PMI considere sinais de referéncia/disttrbio do tipo
degrau na forma: r(t) = a,,t > 0 e d(t) = aq,t > 0, tal que a, e ag sdo constantes reais
diferentes de zero. Pela Transformada de Laplace segue que R(s) = a,/s e D(s) = aq/s,
entao nota-se que estes sinais contém um polo marginalmente estavel na origem do plano
complexo, ou seja: L (s) = s e L2Y(s) = s. Neste caso, portanto, o controlador também
deve conter este mesmo polo na origem (dito integrador) para atender a condigao (b) do

Teorema 2.11.

Tratando-se de sinais de referéncia/distirbio com modos marginalmente estaveis
(contidos no eixo imaginario s = jw do plano complexo), uma consequéncia do PMI é
que a resposta em frequéncia C(jw) do controlador deve apresentar singularidades (ga-
nho tendendo ao infinito) nas mesmas frequéncias que compéem o espectro destes sinais.
Conforme exemplo anterior, sabe-se que o espectro de sinais do tipo degrau esta concen-
trado na componente DC. Portanto pode-se dizer também que a resposta em frequéncia
C(jw) do controlador deve apresentar um ganho tendendo ao infinito ao longo que w — 0
para o atendimento do PMI em relacao a sinais do tipo degrau. Na sequéncia, esta ideia
sera estendida para sinais peridédicos continuos, que por sua vez apresentam um espectro

concentrado em frequéncias harmonicas.

2.5.1 Descricao de Sinais Periédicos

Considere a classe sinais de referéncia e distirbio que apresentem a seguinte pro-
priedade:

r(t)=r(t-T), dit)=dt-T), Vt>T, (2.84)

sendo 1" um periodo constante e conhecido. Para aplicar o PMI para esta classe de sinais,

conforme o Teorema 2.11, é necessario encontrar primeiramente seus modos dinamicos.

De acordo com a propriedade da expansao em Série de Fourier, qualquer sinal
periddico continuo pode ser descrito pela soma de infinitos sinais senoidais em frequéncias
harmonicas com diferentes amplitudes e fases. Na forma complexa, a Série de Fourier de

r(t) e d(t) pode ser expressa como

r(t) = _ZOO cr(n)el™o d(t) = _ZOO ca(n)el™o (2.85)

onde wy = 27/T denota a frequéncia fundamental dos sinais e ¢,.(n) € C, ¢4(n) € C as

componentes espectrais de r(t) e d(t) computadas por

o) = | Cre i odt - caln) = | (e inods (2.86)
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Para encontrar os polos de r(t) e d(t) deve-se aplicar a Transformada de Laplace

nas expressoes (2.85) conforme:

(2.87)

Entao nota-se claramente que R(s) e D(s) possuem infinitos polos marginalmente estéveis

no eixo imaginario do plano complexo, localizados em
s=jnwyVnez. (2.88)

Realizando uma andlise em regime permanente, ou seja, para s = jw, segue que R(jw) e

D(jw) apresentam uma singularidade nas frequéncias harménicas w = nwy ¥V n € Z.

Conforme o PMI, portanto, o controlador C'(s) deve conter os mesmos polos ima-
ginarios em (2.88) para garantir o perfeito seguimento e rejeigdo dos sinais de distirbio e
referéncia desta classe. Outra maneira de expressar esta condicao é dizer que a resposta
em frequéncia C(jw) do controlador deve apresentar ganho tendendo ao infinito para w
tendendo as frequéncias harmonicas nwy V n € Z. Neste sentido destacam-se duas abor-
dagens distintas: o Controlador Ressonante e o Controlador Repetitivo. Estas topologias

de controle serao descritas na sequéncia.

2.5.2 Controlador Ressonante

O Controlador Ressonante (CHEN, 1999) apresenta um modelo com um par de
polos puramente imaginarios e portanto, capaz de inserir na malha de controle uma di-
namica senoidal de determinada frequéncia. A funcao de transferéncia do Controlador

Ressonante ¢é definida da seguinte forma:

Vils) o (2.89)

Grls) = E(s) s 4w?’

onde w, é a frequéncia de ressonéncia e k, > 0 é um ganho de entrada. Note que G,.(s)
apresenta um par de polos complexos localizados em s = +jw,. A Figura 3 apresenta
a resposta em frequéncia G,(jw) do Controlador Ressonante, onde é possivel observar o

ganho infinito do modelo na frequéncia de ressonancia w;.

O Controlador Ressonante também pode ser descrito no espaco de estados:

{@(t) = Aya.(t) + Bre(t) (2.90)

Y (t) Cra.(t)

sendo z,.(t) € R? o vetor de estados do controlador e A, € R**? B, € R**! (C, € R!*?

sao matrizes construidas conforme:

0 —Wpr T
w B = k
w, 0 0

A, = CG=0 w]. (2.91)
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Figura 3 — Resposta em frequéncia G, (jw) do Controlador Ressonante.
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Observe que o Controlador Ressonante pode ser utilizado para seguimento/rejeigao
completa de sinais periddicos senoidais. Neste caso basta sintonizar a frequéncia de res-

sonancia w, igual a frequéncia fundamental wy dos sinais de interesse, ou seja:

o

Wy = Wo = - (2.92)

Contudo, o Controlador Ressonante simples ndo garante seguimento e/ou rejeicdo para
sinais periodicos genéricos que apresentam contetido harmonico, isto é, possuem energia
em frequéncias multiplas da frequéncia fundamental wy. Para tratar este quesito pode-se
empregar o Controlador Multiplo Ressonante. Esta topologia consiste na combinacao de

modos de ressonancia conforme a fungao de transferéncia

Gr(s) = };%((SS)) = gfl % : (2.93)

onde w, agora denota a frequéncia de ressonancia fundamental e n;, é o nimero de mo-
dos harmonicos. Observe que este modelo apresenta polos em s = +jnw, para n €
{1,2,...,n,}. Consequentemente, esta abordagem garante seguimento/rejeicio para as
ny, primeiras harmonicas dos sinais. A Figura 4 mostra a resposta em frequéncia do Con-

trolador Mtltiplo Ressonante onde pode-se notar os multiplos picos de ganho infinito.

O Controlador Ressonante Multiplo também pode ser implementado no espago de

estados conforme:

{:tR(t) = Apag(t) + Bre(t) (2.94)

yr(t) = Crag(t),

onde () € R?™ ¢ o vetor de estados do controlador e Ag € R?"*2n Bp € R2mx1
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Cr € RY2™ s3o matrizes construidas pela seguinte associacao:

Arp =diag{A4, , 2A,, ..., n, A},
B 2.95
u 2.95)
Bp=| |, CR:[CT 20, - nhcr}
B,

onde A, e B, C, seguem a mesma definicao em (2.91).

Figura 4 — Resposta em frequéncia Gz (jw) do Controlador Multiplo Ressonante com trés
modos harménicos (ny, = 3).
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E importante ressaltar que o Controlador Ressonante Multiplo ndo garante, de
forma genérica, o seguimento e/ou rejeigao de sinais periddicos, visto que seriam neces-
sarios infinitos modos harmonicos (n, — o0) para compor todo o espectro dos sinais de
interesse, o que leva a uma impossibilidade de implementagao. Ao utilizar o Controlador
Ressonante Multiplo, com nj, modos harmonicos, observa-se um erro residual em regime
permanente associado as componentes espectrais dos sinais em frequéncias superiores a
w = njwp. Para tratar deste problema serd apresentada na sequéncia uma diferente ar-

quitetura de controle.

Vale destacar que Controlador Ressonante nao contém polo na origem do plano
complexo. Portanto este controlador deve ser implementado em conjunto com um integra-
dor, para assim garantir também o seguimento/rejeicdo de componentes DC dos sinais,

caso necessario.
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2.5.3 Controlador Repetitivo

O Controlador Repetitivo (HARA et al., 1988) implementa infinitos polos no eixo
imaginario do plano complexo, o que garante, do ponto de vista tedrico, o perfeito segui-

mento e rejeicao de qualquer sinal periédico.

O Controlador Repetitivo apresenta uma estrutura conforme o diagrama de blocos
da Figura 5, onde e™7® representa um atraso de transporte de 7 segundos. A funcao de
transferéncia equivalente deste controlador é
er(s) B e’
E(s) 1—es’

Grpls) = (2.96)

No dominio do tempo, o Controlador Repetitivo ¢ implementado simplesmente por

Up(t) = et —7) +ypt —7) . (2.97)

Figura 5 — Diagrama de blocos do Controlador Repetitivo.

E(s) + YrR(S)

Figura 6 — Resposta em frequéncia G,,(jw) do Controlador Repetitivo para um atraso
genérico 7. Segue que wy = 27/7T.
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E possivel verificar os polos de G, (s) solucionando a igualdade 1 —e™™ =0, que

pela identidade de Euler pode ser reescrita como

1—e " (Cos(m-) —j sen(wT)) =0, (2.98)
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para s = o + jw. Assim é facil observar que 0 = 0 e w = n2x/7 V n € Z resolve
a equagao (2.98). Portanto o Controlador Repetitivo apresenta infinitos polos complexos
imaginarios em s = jn 2r /7 ¥V n € Z. Consequentemente, a resposta em frequéncia G,,(jw)
deste controlador apresenta infinitos picos de ganho infinito em frequéncias multiplas de

27 /7, conforme demonstrado na Figura 6.

Lembre que os polos de um sinal periddico continuo genérico estao localizados
nas frequéncias harmoénicas w = n 27 /T V n € Z. Entao, basta sintonizar o atraso 7 do
controlador igual ao periodo T dos sinais para garantir perfeito seguimento e/ou rejeigao

em regime permanente.

E comum na literatura a insercio de um filtro passa-baixas em série com o elemento
de atraso do Controlador Repetitivo, conforme mostrado no diagrama de blocos da Figura
7. Esta adaptacao tem o objetivo de deslocar os polos de alta-frequéncia de G,,(s) para
dentro do SPE, facilitando assim a estabilizacao em malha-fechada do sistema, além de
reduzir a sensibilidade do controlador para o ruido dos sensores (FLORES et al., 2012).
A Figura 8 compara a resposta em frequéncia do Controlador Repetitivo com filtro de
primeira ordem para diferentes frequéncias de corte w.. Nota-se que a insercao do filtro
passa-baixas torna o ganho do controlador finito nas frequéncias harmonicas, além disso
observa-se o deslocamento destes picos de ganho alto em relagao ao controlador original.
Estes efeitos tornam-se mais evidentes com a reducao da frequéncia de corte w. e estao

diretamente associados a um erro residual em regime permanente do sistema.

Figura 7 — Diagrama de blocos do Controlador Repetitivo com filtro de primeira ordem.
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A funcao de transferéncia equivalente do Controlador Repetitivo com filtro de

primeira ordem é expressa como
We

Yip(s)  Qp(s)e™™ oo
E(S) N 1—Qf<5)e—'rs ’ Qf( )_ S+ w, . (299)

Gip(s) =

onde Qf(s) é a fungao de transferéncia do filtro e w. é a frequéncia de corte. No espaco

de estados, esta estrutura pode ser implementada por:

{ brpt) = —weBp(t) + wem(t = 7) + wee(t = 7) (2.100)

Yp(t) = p(t)

sendo z,, € R o estado do controlador.
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Figura 8 — Resposta em frequéncia G,,(jw) do Controlador Repetitivo filtrado para dife-
rentes frequéncias de corte w.. Segue que wy = 27 /7.
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2.6 Comentarios Finais

Este capitulo abordou conceitos essenciais que serao utilizados posteriormente para
a formulacdo da proposta do trabalho. Primeiramente foi apresentada a teoria de estabi-
lidade de sistemas no sentido de Lyapunov incluindo, logo apés, a teoria de estabilidade
de sistemas com atraso de transporte. Foi apresentado entao uma metodologia para o
projeto robusto de sistemas de controle com base na solugao de problemas com restri¢oes
na forma de LMIs. Por fim, foi discutido o Principio do Modelo Interno juntamente com

as principais topologias de controle para o tratamento de sinais de referéncia/distirbio

periodicos.
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3 Metodologia Proposta

Este capitulo apresenta primeiramente o problema de controle associado ao segui-
mento e/ou rejeicdo de sinais referéncia/disttirbio de periodo variante no tempo. Logo
apos, sera introduzida uma teoria matematica de mudanca de dominio de sinais. Ao final

do capitulo, esta ferramenta é associada para a solu¢ao do problema de controle indicado.

3.1 Descricao do Problema

Considere uma planta em tempo continuo representavel na forma politdpica con-

forme

z(t) = AN\ x(t)+ BA) u(t) + Ba(N) d(t)

y(t) = Cuz(t)+ Du(t) + Dyd(t) (3.1)

e(t) = yt)—r()
onde x € R™ é o vetor de estados do sistema, u € R™ é o vetor de entradas de controle,
d € R é a entrada de disturbio, y € R é a saida, r € R é a referéncia. As matrizes
AN) € R B(A) € R™™ By(\) € R™L C(X\) € R D(X\) € RX™ e Dy()\) € RYX!

satisfazem

9P
AN BO) BuN)] =X N |[A B Bu (3.2)
i=1
onde A\ pertence ao conjunto
P
\E By = { ANiid AN=1,0<)N<1, z‘:1,2,...,2p} c R%. (3.3)
i=1

Assume-se que a planta seja totalmente controlavel e totalmente observavel para todo
A € B,y.

Os sinais de referéncia r(t) e distirbio d(t) sdo definidos para todo t € R% e

satisfazem a propriedade
rt) =r(t=T@), dt)=d(t-TF), Vt>T, (3.4)

onde T : [Ty, 00) — Ry é um sinal continuo que representa o periodo variante no tempo
dos sinais. A constante Ty denota o tempo para completar o primeiro ciclo peridédico dos

sinais, de tal forma que T'(Tp) = Tp.
Este trabalho propoe uma solugao para o seguinte problema:
Problema 3.1. Projetar um controlador dindmico tal que — para sinais r(t) e d(t) com

a propriedade (3.4) — o sistema (3.1) seja assintoticamente estdvel e o sinal de erro e(t)

tenda assintoticamente a zero.
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E notavel que nio é possivel aplicar diretamente a expansao em Série de Fourier e
a Transformada de Laplace em sinais com propriedade (3.4) dado que seus periodos sao
variantes no tempo. Isto dificulta a utilizacao direta do PMI para solucao do Problema 3.1,
o qual é baseado no dominio da frequéncia e requer o conhecimento dos modos dinamicos
dos sinais serem tratados. Para contornar este problema, serd introduzida na sequéncia
uma ferramenta matematica de transformacao do dominio. Esta abordagem consiste em
levar os sinais r(t) e d(t) para um novo dominio virtual onde possuem periodo constante,

e consequentemente, a caracteristica necessaria para identificacdo dos modos dindmicos.

3.2 Transformacdo de Dominio para Sinais de Periodo Variante no
Tempo

Esta secao propoe uma ferramenta matematica para a analise de sinais de periodo
variante no tempo, ou seja, que possuem a propriedade (3.4). A ideia chave por tras desta
metodologia é realizar a transposicdo da representagao de um sinal continuo f(t), origi-
nalmente descrito em fun¢ao do tempo ¢, para uma nova representagao f(#), em funcao de
um novo dominio virtual #. Esta “mudanca” de dominio permitira tratar sinais de periodo
variante no tempo como sinais de periodo constante neste dominio-6, possibilitando assim

a formulagao de controladores com base no PMI.

Primeiramente serdao apresentadas as definigoes matematicas basicas que envolvem
o método proposto, isto inclui, por exemplo, a defini¢do da transformagao direta (a qual
leva f(t) para f()) e a definicio da transformagao inversa (a qual retorna f(6) para a
forma original f(t)). Posteriormente estes conceitos sao associados para o contexto de

sistemas dindmicos e projeto de controladores.

3.2.1 Definicao da Transformacao Direta

Deixe 6 € R’ representar um dominio e ©{-} uma operacao de transformacao de

sinais representada conforme
£(0) =o{f®)} . (3.5)
onde f(t) denota o sinal original no dominio do tempo e f(6) o sinal transformado para

o dominio-6.

Deseja-se que a transformagao ©{-} tenha a seguinte propriedade:
fOy=ft="T() Vt>1T = f(0)=£0—-Ty) VO >T1Ty (3.6)

onde Ty é uma constante. Em simples palavras deseja-se que a transformacao de um
sinal peridédico qualquer f(t) — com periodo variante T'(t) — resulte em sempre um sinal

transformado f(6) com periodo constante Ty no dominio-f. A interpretagao grafica desta
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propriedade pode ser visualizada na Figura 9. Veja neste esquemdtico que o sinal f(t)
apresenta periodo variante 7'(t) em relacdo ao tempo, enquanto que sua representacao

transposta f() apresenta periodo constate Ty

Figura 9 — Representacao grafica da propriedade (3.6). Nesta figura, t; e ; denotam sim-
plesmente instantes de t e # particulares para a andlise grafica.
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A operagao de transformacao ©{-} é apresentada na seguinte definicao.

Defini¢ao 3.1. Transformada-O Direta. A operacao de transformacao ©{-} é deter-

minada pela seguinte composicao:

£(0) = ©{f(t)} = f(t) o t(0) (3.7)

onde t(f) : R — R*% é uma funcao de transformacao continua estritamente crescente.

Observe que a transformacao © significa a substituicao da variavel ¢ do sinal ori-
ginal f(t) por uma funcao t(#), assim originando um sinal composto transformado f(6)

para o novo dominio-6:
£(6) = f(t) o t(0) = £(1)]_,,,, =/ (t(6)) - (3.8)

A fungao t(0) significa um mapa onde para cada valor de  exite um valor de ¢
associado. Note que objetivo final é utilizar uma func¢ao de transformagcao t(#) para que

a propriedade desejada (3.6) seja vélida. Para tratar desta questao segue o Teorema 3.1.
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Teorema 3.1. Suponha que a funcio de transformagao t(0) satisfaca a relagio
t(0) —t(0 —Ty) =T(t)ot(0) (3.9)
para todo 0 > Ty. Entdo a Transformada-© Direta conforme a Definicao 3.1 satisfaz a

propriedade (3.6).

Demonstragio. Observe que para f(t) = f(t —T'(t)) implicar que f(0) = f(6 — Tp) (em
todo t > Ty e todo 6 > Ty) deve-se garantir que todo o deslocamento de T'(¢) no sinal

f(t) resulte sempre em um deslocamento fixo de Ty no sinal transformado f(), ou seja:
O{ft—TW)}=F£0-Ty) Vt>Ty VO>T,. (3.10)

Desenvolvendo a operagao O{f(t —7'(t))} com uma fun¢do de transformagao t(#) segue

que
Of{f(t—T(t)} = f(t(0) — T(£(0))) - (3.11)
Lembre que f(0) = f(t(@)) pela definicao da Transformada-©. Esta mesma equagao

continua valida se substituirmos 6 por 8 — Ty em ambos os lados, ou seja:
£(0—Tp) = f(t(0 - Tp)) . (3.12)

Comparando as relagoes (3.10), (3.11) e (3.12) chega-se a conclusao que t(f) deve satis-

fazer:
F(600) = T(£0)) = (0 - Tp)) Y O>Tp. (3.13)

para garantir a propriedade (3.6). Por fim, observe que é possivel igualar os argumentos

de f(-) na equagao (3.13), resultando em
t(0) —T(t(0)=t(0—-Ty) VO>T,, (3.14)

relagdo equivalente a condicao (3.9), visto que T'(t(0)) = T'(t) o t(6).! O

3.2.2 Definicao da Transformacao Inversa

Considere agora a operacao de transformacio inversa ©~{-} de forma que
fty =070} . (3.15)

Observe que a fungao t(0) é declarada na Definigdo 3.1 como uma fungao de 6
estritamente crescente. Entao, para cada valor ¢, deve existir um tnico valor 6 associado e
vice-versa. Assim, deve existir também uma fungao inversa 6(t) de forma que seja possivel

retornar do dominio-f para o dominio ¢ original.

1 Observe que T(t(#)) também pode ser denotado por T(6), ou seja, o resultado da transformacio ©

de T(t).
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De maneira oposta a transformacao direta, a transformacao inversa deve apresentar

a propriedade:

BO) =£0-T) V02T = f)=ft-TE)Vt=T. (3.16)

Na sequéncia estd disposta a definigao formal da operagdo de transformacao ©~1{-}.

Definigao 3.2. Transformada-© Inversa. A operacao de transformacao de transfor-

macao ©71{-} ¢ determinada pela seguinte operagdao de composigao
Fty=0"{£0)} =£(0) 0 0(t) (3.17)

onde 0(t) : Ry — R* ¢é uma funcao continua estritamente crescente.

Neste caso, a operacao ©~! significa a substituicio da varidvel # do sinal trans-

formado f(0) por uma fungao (t), assim originando um sinal no dominio do tempo f(¢):

Ft) =£(0)0b(t) = f(&)‘eze(t) =£(0(t)) . (3.18)

E facil notar que caso as funcoes 6(t) e t(6) sejam inversas (uma em relacio a outra)
entao:

o {e{rm}} =) . (3.19)
isto é, a transformada direta de um sinal f(t) seguido da transformada inversa retorna ao
mesmo sinal original. Pode-se concluir entao que para aplicar a transformacao ©~! basta
escolher uma funcao (t) que seja a inversa de t(f) escolhida conforme a Defini¢do 3.1.
Contudo serd pressuposto aqui que a fungao t(f) nao é conhecida previamente, neste caso
portanto, a escolha de 0(t) é baseada no atendimento da propriedade (3.16). Para que

este critério seja valido é apresentado o seguinte teorema.

Teorema 3.2. Suponha que a fung¢io de transformagao 6(t) satisfaca a relagio
O(t)—0(t—T(t)) =Ty (3.20)

para todo t > Ty. Entdo a Transformada-© Inversa conforme a Definicao 3.2 satisfaz a

propriedade (3.16).

Demonstracio. A prova segue de maneira oposta a prova do Teorema 3.1. Agora deve-se
garantir que todo o deslocamento fixo de Ty do sinal f(#) resulte sempre em um desloca-

mento variante 7'(¢) no sinal transformado f(¢) para o dominio do tempo:
O HEO Ty} =ft—T(®) Vt=Tp VO>T,. (3.21)

Desenvolvendo a operagiao O~ {f(6 — Ty)} com uma funcio de transformacio 6(t) segue
que

O~ E0 - Tp)} =£(0(t) - T) . (3.22)
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Lembre que f(t) = f (9(15)) pela definicao da operacao ©~!. Esta mesma equacao continua

valida se substituirmos ¢ por ¢ — T'(tf) em ambos os lados, ou seja:

F(t=T) =£(0¢t - T(1)) . (3.23)

Comparando as relagoes (3.21), (3.22) e (3.23) chega-se a conclusdo que #(t) deve satis-
fazer:

£(0t) — Tp) = £(0t — T(t))) V=T (3.24)

para garantir a propriedade (3.16). Por fim, observe que é possivel igualar os argumentos

de f(+) na equagao (3.13), resultando em
Ot)—Tp=0(t—-T(t) Vt>Tp, (3.25)

relagdo equivalente a condicao (3.20). ]

3.2.3 Escolha Sistematica da Funcao de Transformacao

Para uma classe particular de sinais f(t) de periodo variante no tempo é possivel
sistematizar a escolha da funcao de transformagao t(f) e sua inversa 6(t), de modo que
o sinal transformado f(#) sempre apresente periodo constante, satisfazendo as condi¢oes
(3.9) e (3.20) dos respectivos Teoremas 3.1 e 3.2. Esta classe de sinais f(t) deve satisfazer

os critérios seguintes:

e (a) O sinal f(t) pode ser descrito na forma
() =p(e()) - (3.26)

e (b) A funcgao p : R — R satisfaz p(§) = p(§ — T,) ¥V £ € R para uma constante T,,.

e (c) Osinal ¢(t) € R é estritamente crescente e continuo em todo seu dominio ¢ € R .

Considere as seguintes funcoes de transformacao candidatas:

t0) =9 (70, 0(t)=00¢(t), (3.27)

para qualquer escalar o € R,. Aqui, ¢ *(#) denota funcao inversa de ¢(t). Por exemplo,
para ¢(t) = t2,t > 0 segue que ¢ '(0) = V0,0 > 0. Observe desta forma que t(0) e 0(t)

sao por defini¢do inversas entre si.

Para validar a escolha da fungdao de transforagao t(#), deve-se avaliar o atendi-
mento da relagdo (3.9) do Teorema 3.1. Pode-se de forma alternativa testar a fungdo de
transformagao inversa 6(t) conforme a condigao (3.20) do Teorema 3.2. Este ultimo cami-
nho de fato torna mais simples a prova matematica, conforme o Teorema 3.3 disposto na

sequeéncia.
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Teorema 3.3. Para a classe de sinais f(t) que satisfazem os critérios (a), (b) e (c)
listados, a fungdo de transformagdo inversa 6(t) em (3.27) satisfaz a condicao (3.20) se e

somente se Ty = oT),.

Demonstragio. Inserindo a fungao candidata 6(t) na expressao (3.20) resulta
0t)—0t—Tt) =Ty — o¢t)—o0o(t—T()="Tp. (3.28)

A expressao (3.28) pode ainda ser reorganizada para a forma

o(t) — 7; — 6t —T(1)) . (3.29)

Agora observe que o periodo variante T'(t) do sinal f(t) — sujeito aos critérios (a), (b) e

(c) — pode ser encontrado pela solugao de

O =ft=T@®) -~ p(6(t)) =p(et—T() . (3.30)

Mas visto que p(§) é uma fungao peridédica segue que
o(t) =T, = o(t = T(t)) - (3.31)
Comparando com as relagoes (3.29) e (3.31) chega-se a conclusao que Ty deve valer
Ty =0T, (3.32)
para que a funcao 0(t) escolhida atenda a condicao (3.20). O

De acordo com este teorema, o mapa de transformacao em (3.27) sempre é valido
para sinais f(t) da classe considerada, permitindo representar estes sinais no dominio-¢

com um periodo constante de Tp = o7}, (para qualquer o > 0).

Desenvolvendo a transformacao de f(¢) para f(0) com a fungao t(6) selecionada
em (3.27) resulta:

£(0) = ©{p(6(t))} = p(s(6 (7 0))) =plo™0) . (3.33)

Observe que no dominio-, a representagao do sinal torna-se f(6) = p(p~' 6), onde agora
o argumento de p(-) é uma funcdo linear ! 6. Isto indica que o sinal f(#) apresenta um

periodo constante de Ty = o1}, corroborando com o Teorema 3.3.

Para retornar a representagdo do sinal f(#) do dominio-f para a forma original

f(t) no dominio do tempo deve-se aplicar fungao 0(t) apresentada em (3.27):

Fty=0"p(e0)} =p(co 6(t)) =p(a(1)) . (3.34)
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3.2.4 Exemplo Numérico

Para compreender melhor as defini¢oes descritas anteriormente sera apresentado

um exemplo numérico. Considere o seguinte sinal f(t) de periodo variante no tempo
f(t)=sen(t?) , t > 0. (3.35)

Este sinal f(¢) é o mesmo apresentado anteriormente na Figura 9 .

Conforme o método sistematico proposto, pode-se enquadrar este sinal na forma
f(t) = p(o(t)), onde p(&) = sen(£) e portanto T, = 2. Ainda, verifica-se que ¢(t) = t2,
t >0 e sua inversa é ¢~ ' () = V8, 6 > 0. Assim segue que as funcdes de transformacio
t(0) e O(t) podem ser

t(0) =00, 0>0, O(t)=ot*, t>0, (3.36)

para qualquer constante ¢ > 0. Ao considerar o = 1, por exemplo, nota-se que o periodo

constante do sinal no dominio-6 deve ser Ty = o1, = 2.

Entao, aplicando a transformacao direta conforme a Defini¢ao 3.1 resulta no sinal

equivalente no dominio do tempo:
£(0) = @{sen(tQ)} = sen(t(9)2> = sen((\/§)2> =sen(f) . (3.37)

Ja a partir da Defini¢do 3.1 é possivel retornar a representacao do sinal para o dominio

do tempo. Neste caso basta aplicar 0(t) conforme:
F(t) =" {sen(6) } = sen(6(t)) = sen(t?) . (3.38)

A Figura 9 apresenta a interpretacao grafica deste exemplo apresentado, onde
abaixo nota-se o sinal original f(t) = sen(#?), no canto superior esquerdo o sinal transfor-
mado f(6) = sen(f) e no canto superior direito o mapa de transformacao 0(t) = t? (ou do
ponto de vista transposto: t(6) = v/0).

3.2.5 Transformacao de Derivadas

E de particular interesse a analise da Transformada-© aplicada em equacoes dife-
rencias. Para isto é necessario encontrar o resultado destas operacoes para derivadas de
sinais.

A seguir é demonstrado o resultado da operagao ©{df (t)/dt}, isto é, a transforma-
¢ao para o dominio-f da derivada temporal de f(t). Também serd analisada a operagao

inversa ©~1{df(0)/df}, ou seja, a transformagio para o dominio do tempo da derivada

de f(0) em relacao a 6. Com base na regra da cadeia de diferenciagdo segue que

G{df(t)}:df(e)_dedf(e) (3.3

dt dt  dt df
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L (dEO)) df(t)  dtdf(t)
© { 7] }— 0 a6 di (340)

Para representar a relagao df/dt sera utilizada uma fungao €2 que pode ser definida

de duas formas diferentes:

do(t) do
Qt) = —= Q)= —— 3.41
) )= g (3.41)
Observe que a primeira forma resulta em uma fun¢ao dependente do tempo €(t), definida
pela derivada temporal da fungao 6(t), apresentada na Definigao 3.2. J4 a segunda forma
resulta em uma fun¢do dependente de 6 denotada por €2(#). Esta ultima é definida pelo
inverso da derivada da funcao t(f) em relagao a 6, conforme apresentada na Defini¢ao 3.1.

Portanto, as relagoes (3.39) e (3.40) podem ser expressas respectivamente conforme:

e {dz(tt)} = Q(0) dfd(;) , (3.42)
[ df(9) 1 df(t)
© { df }:Q(t) dt (3:43)

Observe que em (3.42) foi escolhido o uso de §2(#), para que todos os termos no lado
direito da equagao sejam dependentes de 6. J4 em (3.42) foi utilizada a funcao €(t), para

que todos os termos a direita da equacao sejam dependentes do tempo t.

3.2.6 Transformacdo de Sistemas Dinamicos

Com base nas importantes propriedades de diferenciacdo demonstradas nas equa-
goes (3.42) e (3.43) é possivel desenvolver uma metodologia para transportar a representa-
¢ao de sistemas dinamicos entre os dominios 6 e ¢, sem alterar sua caracteristica dindmica.
Para esta andlise, considere dois sistemas lineares S; e Sy definidos no espaco de estados

conforme

dt de
y(t) = Cua(t)+ Du(t) y(@) = Cx(0)+ Du(h)

dx(t) dx(6)
g, | { = Aux(t)+ Bu(t) S, - { = Ax(0)+ Bu(b) (3.44)

Observe que S; é representado no dominio ¢ enquanto que Sy é representado no dominio-6.

Para realizar a transformagao direta do sistema S; — de forma a levar sua repre-
sentacao do dominio ¢ para o dominio-6 — basta aplicar o operador O{-} nos termos do

sistema:

@{dzf)} — A0{z()} + BO{u(n)}

Ofy(t)} = CoO{z(t)} + DO{u(t)}

O{S;} : (3.45)
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Desenvolvendo as operagoes e aplicando a relagao (3.42) resulta em

dx(60) 1
ofS,} : { W = ) AxO) +Bul)
y(@) = Cx(0)+ Du(h)

(3.46)

O procedimento inverso pode ser realizado para representar o sistema Sy no domi-

nio do tempo, neste caso basta aplicar o operador ©~{-} nos termos do sistema:

_y [ dx(0) _ -1 -1
01(S,) - { 7 } = A0 Hx(0)} + BO{u(h)}

(3.47)
o~ H{y(®)} = CO{x(0)}+ DO H{u(®)}
Desenvolvendo as transformagoes e aplicando a rela¢ao (3.43) resulta em
dx(t
0-1(5,) - { d§5> = Qt)(Ax(t) + Bu(t)) (3.48)
y(t) = Cuz(t)+ Du(t)

E importante notar que um sistema linear em um dominio é equivalente a um
sistema nao-linear no outro dominio, isto por causa da multiplicagao/divisao da fungao

) conforme demonstrado.

3.2.7 Transformacao de Sistemas com Atraso de Transporte

Considere agora o um sistema de atraso de transporte variante no tempo descrito

na forma

y(t) = u(t = T(t)) (3.49)

Com base na defini¢do da transformacao © segue que

O{yt)} =o{ut -T@)}; .. y(0)=u(0-Tp). (3.50)
Por consequéncia da definicdo da transformacgao ©, note que o deslocamento variante no
tempo T'(t) é equivalente a um deslocamento constante Ty no dominio-6.

Esta mesma formulacao pode ser incorporada para sistemas sujeitos a atraso de

transporte nos estados. Considere a redefinicao dos sistemas S; e Sy conforme:

dx(t)
s, - { i Az(t)+ Bu(t) + Agz(t —T(t)) (3.51)
y(t) = Cuz(t)+ Du(t)
dx(0)
. { = Ax(0)+ Bu(o) + Ax(6 - T)) 552)
y(0) = Cx(0)+ Du(h)
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Aplicando a transformacao direta © em S; e a transformacao inversa ©~! em Sy resulta

nas seguintes representacoes:

dx(9) 1
ofs): | b " M(Ax(&) + Bu(0) + Agx(0 — Tp)) (3.5
y(@) = Cx(0)+ Du(h)
0-1(5,) - dfg) = Q) (Ax(t) + Bu(t) + Agx(t — T(t))) (3.5

y(t) = Cuz(t)+ Du(t)

A Tabela 1, ao final da secao, organiza os principais pares de relagoes entre os

dominios ¢ e 6.

3.2.8 Transformada de Laplace no dominio-6

Com base na definicao tradicional da Transformada de Laplace, é proposta na
sequéncia a definicdo de uma Transformada de Laplace para o dominio-0. Conforme foi
visto anteriormente, certos sistemas nao-lineares no dominio do tempo podem ser re-
presentados de forma linear no dominio-f. A Transformada de Laplace definida para o
dominio-f torna-se relevante para estes sistemas, dado que a Transformada de Laplace

original nao pode ser aplicada nestes casos.

Considere primeiramente a seguinte defini¢ao original da Transformada de Laplace:

LW} = Fls) = [ fwedi (3.55)
0
onde s € C é um nimero complexo na forma s = ¢ + jw. De maneira andloga é proposta

a seguinte defini¢ao

Lo{£(0)} = F(sg) = /0 O (3.56)

onde sy € C é um nimero complexo na forma sy = 0y + jwy. Define-se aqui também wy

como a frequéncia-6.

Desta forma, as mesmas propriedades da Transformada de Laplace original (3.55)
devem ser vélidas para a proposta em (3.56). Aqui destaca-se as propriedades de diferen-

ciacao e de deslocamento no tempo:

ﬁ{dg?} = s F(s) , 59{“5)} = sy F(sy) . (3.57)

LA{f(t—a)}=e"F(s), Lo{f(0—a)}=e"F(sy), a constante. (3.58)

Para visualizar a utilidade da Transformada de Laplace no dominio-6 observe a
Tabela 2 que apresenta um mapa das principais relagoes entre os dominios s, t, 6 e sy. Note

que o termo nao-linear f(t)/Q(t) nao poderia ser tratado pela Transformada de Laplace
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Tabela 1 — Pares de relagoes importantes entre os dominios ¢ e 6.

Dominio ¢ Dominio 6
f(#) £(0)

ft) = ft—T() V> Ty £(0) = £(0—Ty) ¥ 0 > T
0(t) t(0)

() = 20 0= 2
SN0 i)
O dt a0
d‘flit) — Az(t) + Bu(t) d’;(;) - 919) (Ax(0) + Bu(®))
dzgf) — Q) (Aa(t) + Bu(b) d’;(:) — Ax(6) + Bu(f)

y(t) =u(t =T(t))

y(0) = (0 —Tp)

Tabela 2 — Relagoes importantes entre os dominios s, t e 6 e sy. O simbolo “—” denota a

inexisténcia de uma representacao.

Dominio s | Dominio t | Dominio # | Dominio s
RO | S0 | 1) | Fs)
i) | WD g0

B AT
— T | K0 -T) | e E(s)

original. Contudo, pela Transformada de Laplace em relagdo ao dominio-6 é possivel obter

a representacao em frequéncia. Observe também que o sinal com deslocamento variante no

tempo T'(t) também nao admite uma representagdo em frequéncia na forma tradicional.

Ja no dominio-#, o deslocamento passa a ser constante, permitindo assim aplicacao da



Capitulo 3. Metodologia Proposta 62

Transformada de Laplace neste dominio.

3.3 Proposta do Trabalho

De forma a utilizar o Principio do Modelo Interno para comprovar o seguimento
assintético de sinais de referéncia r(t) e/ou a rejeicao assintética de sinais de disttrbio
d(t) de periodo variante no tempo é proposto o emprego da metologia de transformagcao

de dominios descrita anteriormente.

Observe a definigao original do problema, onde os sinais r(t) e d(t) atendem a

propriedade (3.4). Transformando estes sinais para o dominio-f segue que
r(0) =r(0—Tp), d(O)=d(O-Ty), YO=>T;. (3.59)

Supoe-se aqui que o periodo dos sinais Ty no dominio-6 é conhecido e que a funcao 6(t)
que mapeia os sinais de volta para o dominio do tempo esta disponivel em tempo-real para
a implementacao do controle. Na secdo seguinte serda apresentada uma forma sistematica

de encontrar esta fungao 6(t) no contexto de aplicagbes praticas.

O proximo passo é verificar a localidade do polos destes sinais no plano sy. Para

isso, pode-se realizar expansao em Série de Fourier conforme

r(f) = 20_:0 Crg(n) ™o d(0) = EO_:O cag(n)el™woe (3.60)

onde wyg = 27/Ty denota a frequéncia-f fundamental dos sinais e c¢.4(n), cq9(n) repre-

sentam as componentes do espectro em frequéncia-6 dos sinais, calculadas a partir de:

T . Ti .
Cro(n) = /0 "r(@)e 00 | egp(n) = /0 " a(g)e-ime0 gy (3.61)

Aplicando a Transformada de Laplace em relagao a 6 para os sinais (3.60) resulta:

+o0 “+00
cro(n) cap(n)
R(s)) = 3 —0 D(sg) = > — W 62
(s0) Wi S9 — jnwog (s0) e 86 — ] N Wog (3.62)

Entao fica claro que R(sy) e D(sp) possuem infinitos polos complexos localizados em

2
3(;:jnwogzjn?7T Vnez. (3.63)
0

Deixe agora Y.(0) € R representar a saida de um controlador com fungao de

transferéncia Ge(sg) € C, ou seja:
YC(SQ) = Gc<59) E(Sg) . (364)

Conforme o PMI, Gc(sg) deve conter os modos (3.63) para garantir seguimento e/ou re-

jeic@o dos sinais (assumindo a estabilidade em malha-fechada do sistema). Neste contexto
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podem ser enquadradas as metodologias tradicionais de Controle Ressonante e Repetitivo,

porém definidos no dominio-6.

A proposta final entretanto é a definicdo da dindmica dos controladores no do-
minio do tempo. Para atingir esta meta, ¢ proposta a transformacdo da dinamica dos
controladores definidos no dominio-f para o dominio do tempo, utilizando as relagoes
desenvolvidas anteriormente. Para compreender melhor esta proposta, considere que este

controlador G(sg) possa ser realizado no espaco de estados do dominio-6 na forma?

{ %(0) = Apxe(0) + Bye(0) + Ay, xc(0 — Tp) + By, e(0 — Tp) (3.65)

ye(0) = Copxc(0)

onde x.(f) € R™ ¢ o vetor de estados do controlador e n. é a ordem do controlador.
As matrizes Ay € R">me Ay € R%Xne By, € R%X! B, € R™*! e Cy € R sdo
constantes. Analisando a Tabela 1, o mesmo controlador (3.65) pode ser representado

para dominio do tempo conforme

(1) = O (Aoal) + Boc) + Avr e = TWO)+ Barelt = T()
yc(t) = Cy $C(t) .
onde atraso de transporte variante 7'(¢) no modelo (3.66) deve respeitar a rela¢ao
O(t)—0(t—T(t) =Ty . (3.67)

para atender o Teorema 3.2.

Lembre que o sinal 6(t) é responséavel pelo mapeamento entre os dominios e Q(t) =
O(t) é a sua derivada. Daqui para frente, A(t) e Q(t) serdo denominados de “sinais de
transformacao” visto que a mencao a respeito destes sera recorrente na sequéncia do texto.
Além disso, os controladores resultantes desta operagdo de mudanga serdo denominados de
Controladores Transformados. Na sequéncia do trabalho estdao dispostos os Capitulos 4 e
5 que tratam respectivamente do Controlador Ressonante Transformado e do Controlador

Repetitivo Transformado.

3.4 Aplicabilidade do Método

Até o momento foi apresentada uma metodologia para definicao de controladores
no dominio-f e as relagdes que mapeiam este controlador para o dominio tempo. Resta
porém relatar como identificar o importante sinal de transformacgao #(t) no contexto das
aplicacoes, bem como os requisitos necessarios para validade do método. Esta secao é

dedicada para tratar desta questao.

2 Para simplificar a notagdo, segue que %(6) denota a derivada em relacio ao dominio-6, isto é, dx(6)/df.

Observe que a derivada tradicional em relagio ao dominio do tempo serd mantida como &(t) =
dx(t)/dt, ou seja, sem a demarcagdo em negrito no sinal.
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O método proposto pode ser empregado de forma sisteméatica para a classe de

aplicagoes que satisfazem as seguintes condigoes listadas na sequencia.

e Os sinais de referéncia e distirbio podem ser expressos na forma
r(t) =pr(6(t)) . d(t) =pa(6(1)) . (3.68)

o As funcoes p, : R =+ R e pg : R — R sao periédicas de mesmo periodo 7, cujo

valor é contante e conhecido.
e Os sinais ¢(t) e sua derivada ¢(t) estao disponiveis em tempo-real para todo t > 0.

e O sinal ¢(t) é estritamente crescente, ou seja, ¢(t) > 0 para todo ¢ > 0.

Caso estes critérios forem satisfeitos, é possivel aplicar o método sistematico apre-
sentado para escolher a fungoes de transformacao. Neste caso, é suficiente o conhecimento
apenas da fungéo 6(t) (e sua derivada), ndo havendo a necessidade de explicitar t(6) pois

este nao faz parte da formulacdo proposta.

Conforme o Teorema 3.3, segue que #(t) pode ser escolhido como

) =o09o(t) .. Qt)=0d(1), (3.69)

para qualquer constante positiva g. Assim os sinais r(6) e d(6) deverdo possuir um periodo

constante de Ty = o T),.

Conforme ja demonstrado na Subsegao 3.2.3, a Transformada-© para sinais 7(t) e

d(t) pertencentes a esta classe resulta na seguinte forma:

r(0) =pr(o '), d(0) =pa(o'0), (3.70)

Aplicando a fungao de transformacao inversa 0(t) = o ¢(t) é facil verificar que a represen-

tagao retorna para forma original:
0 b0 0)} =pr(6®) =r(t) . O H{pale ')} =palé(t) =d(t) .  (3.71)

A escolha do escalar p fica a critério do projetista. Sugere-se escolha de p para que
Ty seja sempre 27, isto é: p = 2w /T,. Em grande parte das aplicagoes as fungoes p, e pqg

sao trigonométricas de periodo 27, nestes casos é conveniente deixar o = 1.

3.4.1 Exemplo de Aplicacao 1: Maquinas Rotativas

Considere uma maquina rotativa (WIT; PRALY, 2000) onde o estado x(t) denota

sua posicao angular e o estado x4 (t) a sua velocidade angular, isto é &y (t) = x1(t). Suponha
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que este sistema estd sujeito a uma perturbacao dependente da sua posi¢do angular na

forma

d(t) = Pd(l’o(t)) ; (3.72)
onde py é uma funcao periddica com periodo fixo de 27 (isto é, uma revolugao em radia-
nos). Observe que d(t) ird apresentar periodo variante no tempo dependendo da trajetéria

no tempo de zo(t).

Com base no procedimento sistematico proposto anteriormente, segue que ¢(t) =
zo(t) e ¢(t) = z1(t). Entéo considerando ¢ = 1 temos que a funcéo de transformacio 6(t)

representa simplesmente a posicao angular do motor:
O(t) = xo(t) . (3.73)
Por sua vez, a funcao €)(t) ird representar a velocidade angular do motor

Q) =0(t) = z1(t) . (3.74)

£(6) = pa(0) (3.75)

com periodo Ty = 27 e a fungao selecionada 6(t) = x((t) retorna a representacao do sinal

para a forma original.

Note contudo neste exemplo que x(f) deve ser assumido estritamente crescente.
Esta suposicao é vélida se a velocidade angular x(¢) do motor for sempre positiva, isto

é, a maquina nao inverte o sentido de rotacao.

3.4.2 Exemplo de Aplicacao 2: Inversor de Frequéncia Variavel

Considere um sistema inversor de frequéncia PWM de fase tnica (SALTON et
al., 2013b) onde deseja-se obter na saida uma forma de onda senoidal com frequéncia
fundamental variavel f,(¢) (em Hz) a ser imposta em tempo-real pelo operador do sistema.

O sinal de referéncia no dominio do tempo assume a forma

r(t) = sen(g(t)) | (3.76)
onde ¢(t) é computado pela integragao de
O(t) = 2m f,(t) - (3.77)

Neste caso pode-se escolher 0(t) = o o(t) e Q(t) = 027 f,(t) para qualquer o > 0.
Deixando novamente ¢ = 1 segue que o sinal de referéncia pode ser representado no

dominio-8 como

£(0) = sen(0) , (3.78)

onde o periodo no dominio-0 é Ty = 2.
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3.5 Comentarios Finais

Este capitulo apresentou a contribuicao central deste trabalho que consiste em
uma metodologia para construcao de Controladores Transformados para o tratamento de
sinais de periodo variante no tempo. Na sequéncia do texto, esta ideia é explorada para
a definicdo dos Controladores Ressonante e Repetitivo Transformados, nos respectivos
Capitulos 4 e 5.

E possivel comparar a metodologia proposta com algumas técnicas de tratamento
de sinais de periodo variante encontradas na literatura. Destaca-se aqui o método de amos-
tragem de controladores em relacao a posi¢do angular para méaquinas rotativas (CHEN;
CHIU, 2008). Esta técnica pode ser considerada como um caso particular da metodologia
proposta quando utilizada para esta classe de aplicagoes, conforme mostrado na Subsecao
3.4.1. Entretanto, a metodologia proposta diferencia-se por oferecer um meio de trans-
portar a representacao da dindmica do controlador para o dominio do tempo, evitando
assim a necessidade de realizar implementacao e projeto do sistema no dominio da posic¢ao
angular. Na literatura também sao encontrados os Controladores Repetitivos de Atraso
Variante (YAO; TSAL; YAMAMOTO, 2013; MERRY et al., 2011; CHEN et al., 2013)
que consistem na alteracao do retardo temporal do Controle Repetitivo de acordo com o
periodo dos sinais. Estes controladores, contudo, nao apresentam uma representacao no
dominio da frequéncia por causa do atraso de transporte variante no tempo (conforme de-
monstrado na Tabela 2). Em contrapartida, a metodologia proposta mostra que é possivel
encontrar uma resposta em frequéncia-f para sistemas com atraso de transporte variante

no tempo, permitindo assim a clara associagao com o PMI.
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4 Controlador Ressonante Transformado

Este capitulo apresenta o desenvolvimento da primeira estratégia de controle pro-
posta neste trabalho: o Controlador Ressonante Transformado. Primeiramente serd reali-
zada a defini¢ao do controlador no dominio da frequéncia-6, para apés formular a dinamica
equivalente no dominio do tempo. Posteriormente esta organizada um metodologia siste-
matica para sintese robusta do controlador. Ao fim do capitulo sdo mostrados exemplos

numéricos para demonstragao e avaliacdo da proposta.

4.1 Definicao do Controlador no Dominio da Frequéncia-6

A fungao de transferéncia do Controlador Ressonante no dominio da frequéncia-6

pode ser definida da seguinte maneira

Yr(39> wrg

Gy (s9) = m = kg m

, (4.1)

onde w,y ¢é frequéncia-f de ressondncia e k., é um ganho positivo qualquer (serd conside-
rado k.y = 1 como o valor padrao). Dado que este controlador apresenta polos em =+j w,,

basta sintonizar w,, igual a frequéncia-6 fundamental dos sinais wyy, isto é:

27
Wrg = Wog = ?9 ) (4-2)

No caso particular em que Ty = 27, verifica-se que w,g = wpg = 1.

No espaco de estados, este controlador pode sera realizado conforme:

{xr(e) = Aupx:(0) + Brge(0) (4.3)

yr<9) = Crexr(e)

sendo z, € R? o vetor de estados do controlador e 3, € R a saida do controlador. As

matrizes A,y € R?**?, B,, € R**! C,, € R*? sdo constante e construidas de acordo com:

0 —w, k,
ro ) BT@ - o
Wrg 0 0

Por sua vez, a fun¢do de transferéncia do Controlador Ressonante Multiplo apre-

Ay = L Co=10 wyl - (4.4)

senta a seguinte estrutura no dominio da frequéncia-6:

Yr(s) 2 (nweg)?

Gr(sg) = E(s) rez

—1 39 (nwrg)?

, (4.5)
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onde nj, representa o nimero de modos harmoénicos. Este controlador pode ser realizado

no espaco de estados pela estrutura

{xR(e) = Apgxr(0) + Broe(0) (4.6)

YR(H) = Cry XR(9>

onde zp € R?™ e yp € R. Agora, as matrizes Ary € R2™"*2"%  Bp, ¢ R2m>l Cp, €

R*2nh s30 organizadas pela seguinte associacao:

Apg =diag{Avg , 24,9, ..., np Ao} ,
B,
? (4.7)
Br@
BRG = . ) CRH = [OTQ 20’/‘9 R 17} CT9:| .
Br@

onde A,g e B,y C,y seguem a mesma defini¢do em (4.4).

4.2 Transformacao do Controlador para o Dominio do Tempo

Conforme a teoria de mudanca de dominio, detalhada na Secao 3.2, é possivel
transportar a representacao dos controladores definidos no dominio-6 para o dominio do
tempo, sem alterar a caracteristica dindmica. Aplicando a Transformada-© inversa no
controlador (4.3) resulta:

{j;r(t) = Q)(Arpz,(t) + Brgelt)) (4.8)

yr(t) = Cro,(t)

Da mesma forma, aplicando a Transformada-© inversa no controlador (4.6) produz:

{x’R(t) = Q(t)(Angza(t) + Broe(t))

yr(t) = Crexr(t) (49)

Esta arquitetura de controlador serd denominada Controlador Ressonante Transformado,

pois representa o transporte da dindmica do dominio-6 para o dominio do tempo.

4.3 Adicao do Integrador

Para contemplar a rejeigdo/seguimento de componentes DC dos sinais é necessario
adicionar um polo na origem do semi-plano complexo, visto que o Controlador Ressonante
nao apresenta esta caracteristica. Baseado nesta observacgao, serd adicionado um estado

integrador ao modelo do controlador proposto.
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Sabe-se que um integrador apresenta a funcao de transferéncia

_Yi(s) 1
=56 = (4.10)

G](S)

e que esta dindmica é implementada no espago de estados por @;(t) = e(t), yr(t) = x(t).
Para incorporar esta caracteristica ao Controlador Ressonante Transformado ¢é definida a

forma final do controlador proposto
{m(t) = A(Qt)) ze(t) + Be(Qt)) e(t) e = {xj(t)] | (411)
Ye(t) = Cexc(t) rR(t)

onde r, € R"™, (n. = 1+ 2n;) e y. € R% As matrizes estendidas A.(Q2) € R"™*" ¢
B.(Q2) € R™*! sao organizadas por

1
Q)Bry

1 01X2nh

0 Cgre

0 01X2nh

* QARQ

Y C

A Q) =

. B() = (4.12)

4.4 Metodologia de Sintese Robusta

O objetivo desta secao é apresentar uma metodologia sistemética de sintese ro-
busta de uma lei de realimentagao de estados considerando o Controlador Ressonante
Transformado (com nj, modos harmdnicos) aplicado para uma planta conforme descrita
na Secao 3.1. Para isso, primeiramente sera apresentada a representacao do Controlador
Ressonante Transformado na forma politépica. Apds serd organizado o modelo aumentado
do sistema, combinando a dindmica da planta com a dindmica do controlador. Por fim,
sera apresentada uma metodologia de sintese robusta Hs baseada em LMIs, tal como ja

demonstrado no capitulo de preliminares.

A lei de controle a ser considerada é
u(t) = Kx(t) + Kex(t) | (4.13)

onde K € R™*™ é matriz de ganhos de realimentacao da planta e K, € R™*?" matriz de
ganhos de realimentacao do controlador. O objetivo portanto sera determinar de forma
robusta os valores de K e K, tal que o sistema em malha-fechada seja assintoticamente
estavel e que atenda um critério de desempenho transitorio na forma Hy. O leitor é
convidado a visualizar o digrama de blocos na Figura 10 que apresenta a arquitetura

geral do sistema de controle proposto.

E importante ressaltar que serd considerada a realimentacio dos estados z.(t) do
controlador, ao invés da realimentagao da saida y.(t) do controlador. Esta escolha tem o
intuito de simplificar a metodologia de sintese. Apesar de existirem na literatura métodos
para o tratamento do problema de realimentacao de saida (SYRMOS et al., 1997), estes

nem sempre podem ser resolvidos por otimizagao convexa.
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Figura 10 — Digrama de blocos da malha-fechada do sistema com o Controlador Resso-
nante Transformado.

¢ (1) | sinaLDE G(t) FONTE DE
| TRANSFORMAGAO PERTURBAGAO
Q(e) d(t)
: r(t) _+ e(t)| CONTROLADOR t
FONTE DE ) ®), RESSONANTE NTA }i)
REFERENCIA g TRANSFORMADO

4.4.1 Representacao Politépica do Controlador

Para tratar o pardmetro variante no tempo Q(t) = o ¢(t) — presente na dinamica
do Controlador Ressonante Transformado — é sugerido o uso da modelagem politépica.
Para isto deve-se considerar que €)(t) pertence a um politopo de valores admissiveis, isto
é

QeBay=1[Q,% CR, (4.14)
onde € e €y denotam, respectivamente, o valor minimo e valor méaximo de €Q(t) para
todo t > 0.

Dado que Q(t) estd enquadrado em um politopo Bg, pode-se representar o Con-

trolador Ressonante Transformado na seguinte forma politépica:
Te(t) = Ac(Ne) z(t) + Be(Ae) e(t) (4.15)

onde \. € By, C R? é um pardmetro incerto e o conjunto By, ¢ definido por:
B)\C:{)\Cj:Z)\cjzl,0§/\Cj§1,j:1,2} c R% (4.16)
j=1

As matrizes A.(\.) e B.(\.) s@o expressas conforme
2
[Ac(Ae) Bohe)] =D A [Ae; Byl (4.17)
j=1

de tal forma que A.; e B.; (j € {1,2}) representem as matrizes variantes A.(€2) e B.(9)

avaliadas no j-ésimo vértice do politopo Bg, ou seja:

1
QjBRg

0 Oix2n
ch - AC(Q]) = QlA2 " ) Bc' = BC(Q]) = (418)
* SLjARg
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442 Modelo Aumentado do Sistema

Para representar a malha-fechada do sistema, unindo a dinamica da planta e do
controlador, deve-se organizar um modelo aumentado no espaco de estados. Para esta
presente formulacdo é considerada uma planta descrita na forma politopica conforme

exposto na Sec¢ao 3.1.

Primeiramente, define-se um vetor aumentado de estados z, € R™ (n, = n + n,)

e também um vetor aumentado de entradas exégenas d, € R%:

t d(t
o(t) = | d,(t) = ®) (4.19)
z(t) r(t)
A dinamica deste sistema aumentado é descrita conforme:
To(t) = AN, Ae) 2o (t) + Ba( A, Ae) u(t) + Baa( A, Ae) do(t) (4.20)

tal que as matrizes aumentadas A,(\, A.) € R ™ B, (A, \.) € R"™*™ e By, (A A.) €

R™a*™ g30:

A(N) Onxne

A= B e A

, Ba(MAe) =

(4.21)
Ba(\) O

BiulMAd = | p Dy B

Y

Observe que ha a combinacao do modelo politépico da planta com o modelo politépico
do controlador. Contudo nao ocorre a multiplicacdo entre os parametros variantes A e \.,
e portanto as matrizes aumentadas do sistema continuam linearmente dependentes de A
e .. Com base nesta observacao é possivel organizar um modelo politépico aumentado

do sistema conforme:
Ta(t) = Aa(Aa) o (t) + Ba(Ao) u(t) + Bag(Na) du(t) (4.22)

tal que A\, € By, C R27"Y ¢ um parametro incerto aumentado e o conjunto B), ¢ definido

COoImo:
2P 2
By, =3 Aaij) i 2D Aay =1, 0< Xy <1, i=1,2,...,27 , j=1,2,. (4.23)
i=1j=1

Desta forma, as matrizes aumentadas incertas A,(\,), Ba(Aa) € Baa(Aa) sdo descritas por

2P 2
[Aa(/\a) Ba()‘a> Bda()‘a)} :Zz)‘a(i,j) [Aa(i,j) Ba(i,j) Bda(i,j)] : (4'24)

i=1j=1
Na relagao (4.24), as matrizes Aq(;j), Baiij) € Baagy), (0 € {1,2,...,2°} e j € {1,2})

representam todas as possiveis combinagoes de A;, B; e Bg; com A.; e B.; para todo i e
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todo j:

A; 0
_BC]C AC]

B;
—B.;D

By 0

A
~B.;Ds B

i.9) ) Ba(i,j) = ) Bda(m‘) = (4.25)

cj

Para finalizar a representacao da malha-fechada do sistema deve-se incluir a lei de
controle proposta em (4.13). Representando esta lei de controle em funcao do vetor de

estados aumentado obtém-se:

u(t) = K, x4(t) (4.26)
onde K, € R™*" ¢é matriz aumentada de ganhos de realimentacao, obtida por

K,=|K K. . (4.27)
Entao a dindmica completa do sistema em malha-fechada é dada pelo seguinte modelo:

ta(t) = (Aa(Na) + BaAa)Ka) @a(t) + Bua(Na) da(t) - (4.28)

4.4.3 Critérios de Estabilidade e Desempenho Robusto

O primeiro passo para obter uma condigao de estabilidade para o sistema (4.28) é
tratar o vetor de entradas exdgenas d,(t). Visto que a estabilidade assintdtica interna de
sistemas lineares também implica na estabilidade BIBO (Bounded Input-Bounded Out-
put) (CHEN, 1999), entao o vetor de entradas d,(t) pode ser descartado (sem perda de
generalidade) para a solugdo do problema de sintese. A mesma ideia foi empregada em

(SALTON et al., 2013a). Segue entdo que a representagao considerada do sistema sera:

Fa(t) = (Aa(Na) + Ba(Aa) Ko )2a(t) - (4.29)

Adicionalmente sera incluida uma saida z € R" (n, = n, + m) para modelagem

de um critério de desempenho H, para o sistema em malha-fechada:
2(t) = C,xq(t) + Dy u(t) . (4.30)

Assim, define-se a fungao de custo da sintese como o quadrado da norma L, desta saida

de desempenho:

T = 12()|= /OOO 2T (t)2(t)dt | (4.31)

E conveniente construir as matrizes C, € R"*" e D, € R™*™ segundo

QZ ) Dz =
Omxna

onde ), € R™" e R, € R™*™ sao matrizes diagonais, positivas definidas e construidas

Ona xXm

C, =
R,

(4.32)

conforme

Q:=diag{ .1, Gzos - s Qop, }» Re=diag{r.y, 120, ..., 7o } - (4.33)
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Desta forma, o escalar ¢,; denota a penalidade na energia do i-ésimo estado do sistema e

o escalar r,; denota a penalidade na energia da i-ésima entrada de controle do sistema.

A representacao dinamica final do sistema em malha-fechada é portanto expressa

conforme:

{:’ca(zﬁ) = (Au(X) + Ba(Ma)Ko) a(t) (4.34)

At) = (C.+ D.K,)zq(t)

Desta forma chega-se no classico problema de sintese robusta Hs, conforme deta-
lhado na sequéncia. O teorema indicado para a solugao do problema esta apresentado na

sequeéncia.

Problema 4.1. Encontrar um ganho robusto K, tal que o sistema (4.34) seja assintotica-

mente estdvel para todo A\, € By, € que a fungao de custo Jo em (4.31) seja minimizada.

Teorema 4.1. Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas PeR™ ¢

X € R™™ e uma matriz K, € Rmxna que satisfacam

He{ Ay 3P + BayyKot PCT+ KIDT
(et woka} ] <0, (4.35)
* —1I
X I
.| >0, (4.36)
* P
para todo i € {1,2,...,2°} e todo j € {1,2}. Entdo o sistema (4.34) com K, = K,P~' é
assintoticamente estavel e fungdo de custo Jo satisfaz
Jo < 2.(0) X 2,(0) . (4.37)
Demonstracao. A prova é equivalente ao mostrado anteriormente no Teorema 2.9. O

4.4.4 Passo-a-passo sistematico do projeto

Com base no Teorema 4.1 sdo propostos os seguintes passos para a solugao do
Problema 4.1:

e Passo 1: Obter o modelo da planta na forma politépica conforme apresentado na
Secao 3.1.

e Passo 2: Verificar se os sinais de referéncia/distirbio sdo representaveis na forma
r(t) = pr(o(t)), d(t) = pa(¢(t)). Identificar o periodo T}, de p.(-) e pq(-). Entao

definir o fator g para obter o periodo do sinais no dominio-0: Ty = oT),.
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e Passo 3: Calcular a frequéncia- de ressonancia do controlador: w,y = 27 /T}.

e Passo 4: Definir os limites da garantia de estabilidade e desempenho €; e {25 que

engloba o conjunto de valores admissiveis do pardmetro variante ().

e Passo 5: Escolher o numero de modos n;, do Controlador Ressonante Transformado.

Recomenda-se avaliar o espectro-6 dos sinais r(f) e d(f) para realizar esta escolha.
e Passo 6: Organizar a matrizes (4.25) do modelo politépico aumentado do sistema.

e Passo 7: Definir as matrizes diagonais (), e R, para formular o critério de desem-

penho transitorio do sistema.

e Passo 8: Resolver o seguinte problema de otimizagao convexa

minimizar tr(X) sujeito a {(4.35), (4.36) } , (4.38)
X,P,K

para obter a matriz de ganhos de realimentagao K,.

e Passo 9: Analisar o desempenho em malha-fechada do sistema com os parametros
sintetizados. Se o erro residual relativo as frequéncias harmoénicas dos sinais de
referéncia/disturbio for demasiadamente elevado, retornar ao Passo 5 e elevar o

namero de modos ny,.

4.5 Exemplo Numérico 1: Inversor de Frequéncia

Considere um sistema inversor de frequéncia PWM (Pulse Width Modulation)
de fase tnica. O modelo médio desta planta (desconsiderando as caracteristicas de alta-
frequéncia) é descrito pela dindmica (SALTON et al., 2013b):

Blt) = a0+ 5wl
(4.39)
hlt) =~ m(t) = FLrlt) + - ult).

onde o estado x1(t) [V] é a tensdo da carga — que também representa a saida do sis-
tema: y(t) = x1(t) — e o estado xo(t) [A] é a corrente no indutor do filtro. O parame-
tro incerto/variante Y,(t) [27!] representa a admitancia da carga, assumido limitado por
Y, <Y,(t) <Y,y Os pardmetros Cy, Ly e Ry sao respectivamente a capacitancia do fil-
tro, a indutancia do filtro e a resisténcia do indutor. O valor numérico destes parametros

e suas unidades estao organizados na Tabela 3.
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As matrizes do modelo da planta na forma politopica sao expressas conforme

Yo 1
Cy Cy 0
A = . B, = . o= 0. (4.40)
1
I L) —
Ly Ly Ly

para i € {1,2}.

Tabela 3 — Parametros numéricos do modelo médio de um inversor de frequéncia PWM
(SALTON et al., 2013b).

Parametro | Valor | Unidade
Cy 5-1077 | F
Ly 5-1072 | H
Ry 8-107% | Q
You 0 Q!
Y, 0,2 Q!
Vo 100 \Y
for 20 Hz
foo 120 Hz

O objetivo considerado nesta aplicagao ¢ regular a saida para seguir um sinal de

referéncia r(t) [V] senoidal de periodo variante na forma

r(t) = Voesen(g(t)) | (4.41)

tal que ¢(t) [rad/s] é dado por

o(t) = 271, (1) (4.42)

onde o sinal f,(t) [Hz] representa a tensao fundamental instantdnea desejada no instante

t. O parametro V,; (conforme na Tabela 3) representa a amplitude da tensdo na saida.

Observe que o sinal de referéncia r(t) ja estd organizado na forma convencionada
onde p,(&§) = sen(&) e T, = 2rrad é o periodo desta funcao. Escolhendo p = 1 segue que
os sinais de transformacéo sao 0(t) = ¢(t) e Q(t) = ¢(t). Desta forma o sinal de referéncia
é descrito no dominio-0 por r(f) = sen(f), onde seu periodo é constante e vale Ty = 27 rad
e sua frequéncia fundamental é wyy = 27/Ty = 1. Portanto, a sintonia da frequéncia de

ressonancia no dominio-6 deve ser w,y = wgy = 1.

Serd assumido neste exemplo que a faixa de trabalho de f,(t) é fo; < fo(t) < foo,
para os limites descritos na Tabela 3. Assim pode-se definir os limites do conjunto B =

€21, Q5] conforme:

Q) =2720rad/s = 125,6637rad/s , Qy =27 120rad/s = 753,9822rad/s .  (4.43)
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Neste exemplo sabe-se que r(f) = sen(f), e portanto o espectro-6 de r(f) esta
concentrado na frequéncia fundamental wgpy. Assim serd considerado somente um modo
harmoénico n, = 1. A adicdo de mais modos para esta aplicacao seria relevante ao con-
siderar cargas nao-lineares que produzem correntes de distirbio com elevado contetido
harmonico na saida do sistema. Este caso nao serd tratado no entanto, visto que o exem-

plo subsequente ja ird demonstrar um caso que apresenta contetido harmonico nos sinais.

O ganho £, do controlador serd aqui considerado unitario. Portanto, com w,g, kg,
0 e €y determinados pode-se construir as matrizes A.; e B.;, j € {1,2}, do controlador
conforme (4.18). Dado que o modelo da planta também ji estd expresso na forma po-
litopica, pode-se facilmente entdo montar as matrizes do modelo aumentado do sistema

Aajy e B conforme indicado em (4.25).

i,J a(i,j)>

As penalidades para sintese Hy foram definidas como R, = 1 (representando a
penalidade na entrada de controle), @, = diag{@., Q.}, onde @, = I5 (representando a
penalidade nos estados da planta) e Q. = 10 I3 (representando a penalidade nos estados do
controlador). Assim foi resolvido o problema de otimizagao expresso em (4.38) utilizando
o pacote LMILAB do software MATLAB, resultando no ganho K, sintetizado conforme

apresentado no Apéndice 1.

Para avaliar a eficacia do controlador proposto, este sera comparado com um Con-
trolador Ressonante tradicional sintonizado na frequéncia nominal f,, = 60Hz. Para
implementar este Controlador Ressonante (a partir da metodologia proposta) basta con-
siderar o sinal de transformacao €)(¢) igual a uma constate nominal €, = 27 f,, =

376,9911rad/s, conforme demonstrado na sequéncia.

Deixe w,.,, ser a frequéncia usual de ressonancia do Controlador Ressonante tradi-
cional e k,, seu ganho de entrada. Deixe a dinamica deste controlador ser expressa por
t.(t) = Ay xp(t) + Brpe(t), onde A, e B,, sao

0 —Wrn krn
A,, = Wl opo— (4.44)
Wrn 0 0
Comparando A,,, e B,, com Q(t) A, e Q(t) B,y para Q(t) = €, verifica-se que
Wrp = Qn Wrg k’/‘n = Qn kre s (445)

sao os parametros equivalentes do Controlador Ressonante tradicional. Assim, o mesmo
ganho de realimentagao K, projetado pode ser utilizado para este controlador, visto que
Q, € Bqg. 1

E notavel que neste caso a sintese de K, poderia ser realizada desconsiderando a

variacao de (t), reduzindo o conservadorismo para solugdo do problema de otimizagao

L Conforme esta demonstracdo, o Controlador Ressonante tradicional é um caso particular do Contro-

lador Ressonante Transformado, quando seu sinal de transformacdo Q(¢) é mantido constante.
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LMI. Contudo deseja-se destacar nesta analise comparativa preliminar as diferencas de
desempenho de seguimento devido & dindmica dos controladores somente. E conveniente
manter, portanto, o mesmo ganho K, entre os controladores comparados, evitando que di-
ferentes niveis de realimentagao mascare a analise comparativa. Além disso, serd mostrado
futuramente (nos Capitulos 6 e 7) andlises comparativas entre diferentes controladores,

onde a sintese serd realizada independentemente em cada caso.

As simulagoes foram executadas no software MATLAB/Simulink para um tempo
total de 2s. A frequéncia f,(t) da tensdao do inversor foi programada para partir do valor
minimo f,; até o valor maximo f,,, conforme a curva apresentada no topo da Figura
11. O parametro incerto da planta simulada foi mantido no seu valor maximo, ou seja,
Yo(t) = Yoo.

451 Andlise e Discussao dos Resultados

A Figura 11 apresenta ao topo o sinal de referéncia r(¢) que representa a tensao
desejada na saida do inversor e o sinal f,(t) que denota a frequéncia fundamental instan-
tdnea variante no tempo de r(t). Abaixo nesta mesma figura encontra-se a comparagao do
sinal de erro e(t) entre o Controlador Ressonante tradicional e o Controlador Ressonante

Transformado, além da comparacao entre os sinais de controle de cada estratégia.

Percebe-se visivelmente que o Controlador Ressonante tradicional s6 é capaz de
garantir o seguimento da referéncia no entorno do instante 0,8 s, quando a frequéncia
da tensao ¢é igual ou préxima ao valor nominal de 60 Hz. Para demais instantes, onde o
periodo de r(t) ¢ diferente do valor nominal de sintonia, este Controlador Ressonante tra-
dicional apresenta um erro residual na saida, sendo mais significativo quando f,(t) < f,,,
Em contrapartida, a abordagem proposta de Controle Ressonante Transformado mantém
o seguimento da referéncia apés o tempo de acomodacao da dindmica do controlador,

independente da variagao de f,(t).

Ao final da Figura 11 esta apresentado a comparacao entre os sinais de controle ge-
rado por ambos os controladores avaliados. Neste grafico, é dificil diferenciar visualmente
a respostas, portanto foi organizada uma comparacao ampliada na Figura 12 subsequente,
focando a faixa de tempo de 0,4 s até 0,48 s (quando o Ressonante tradicional encontra-se
fora de sincronia). Nesta tltima figura é possivel identificar apenas uma sutil diferenga
entre as respostas, principalmente na fase da onda. Contudo, esta pequena diferenca no
sinal de controle produz uma diferenca significativa no erro de seguimento e(t), conforme

demonstrado na Figura 11 anterior.
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Figura 11 — Acima, a frequéncia fundamental instantanea f,(t) do sinal de referéncia r(t).
Abaixo, a comparagao entre o erro e(t) e do sinal de controle u(t) entre o
Controlador Ressonante Transformado e o tradicional.
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Figura 12 — Comparacao amplificada do sinal de controle do instante 0,4 s até 0,48 s
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4.6 Exemplo Numérico 2: Motor de Corrente Continua

Para este exemplo, considere um motor de corrente continua com dindmica gover-

nada pelas equagoes:

kely 1
]

m@::—ﬁxﬁﬂ-ﬂ (1) + - d(t)
(4.46)
iﬁ):—%f%@—g@@+imw

O estado x1(t) [rad/s] é a posi¢ao angular do eixo do motor e o estado xo(t) [A] é a corrente
elétrica na armadura. O sinal de controle u(t) [V] é a tensdo aplicada na armadura. A
entrada de perturbagao d(t)[N] é um torque de carga aplicado no eixo do motor. A
varidvel controlada é a rotagdo do motor: y(t) = z1(t). O sinal b(t) é um pardmetro
incerto/variante que representa o coeficiente de atrito viscoso no eixo no motor, onde
assume-se que este ¢ limitado entre by < b(t) < by. Os pardmetros restantes J,, Ir, R,
L,, ki e k, sao respectivamente o momento de inércia do rotor, a corrente de campo, a
resisténcia da armadura, a indutancia da armadura, a constante de torque e a constante
contra-eletromotiva. Os valores numéricos de cada pardmetro estao organizados na Tabela

4. O modelo da planta, com incertezas na forma politopica é dado pelas matrizes

bk by ki
J, J, Iy Jy
Al = ) AQ = )
_k:wlf _& _k:wlf _&
L(l La L(l La
(4.47)
0 1
31—32: 1 ) Bd1—Bd2— ' ) C:[l 0}7
fa 0

para i € {1,2}.
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Tabela 4 — Parametros numéricos do motor de corrente continua.

Parametro | Valor | Unidade
J 1-107* | kgm?
Je 1 kg m?
ky 0,5 Nm/A
Iy 1 A
K 0,5 Vs/rad
R, 1 Q
L, 0,17 | H
by 1-107 | kgms/rad
by 5-1073 | kgms/rad

Para avaliar a rejeicao de perturbacao periodicas, assume-se que o eixo do motor

é excéntrico, produzindo um torque d(t) dependente da posigao angular xy(¢) do motor:
d(t) = Jepa(wo(t)) - (4.48)

onde a constante J. denota o momento de inércia da excentricidade. Aqui, a dindmica do
sinal x((t) ¢ governada pela equagao diferencial io(t) = x,(t). Serdo avaliados dois cenérios
com diferentes fungoes de excentricidade py(§). No primeiro a fungao é senoidal, ou seja,
pa(€&) = sen(&). Ja no segundo sera empregada uma funcao triangular p,(£) = tri(§) (que
contém infinitas harménicas), permitindo assim comparar Controladores Ressonantes de

multiplos modos. A definigao tri(§) esté disposta na Figura 13.

Figura 13 — Defini¢ao da funcao tri(§). Segue que tri(§) = tri(§ — 27) V& € R.
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O sinal de perturbagao, neste exemplo, é periddico de periodo variante no tempo
desde que a trajetéria zo(t) nao seja linear ou que x;(t) ndo seja constante. Seguindo
a metodologia de transformagdo de sinais para o dominio-f na Subse¢iao 3.4.1, pode-se
escolher sinais de transformacao 0(t) = oxo(t) e Q(t) = 021 (t). Escolhendo ¢ = 1, o sinal
d(t) pode ser representado no dominio-6 por d(#) = py(6), onde o periodo é a constante
Ty = 2m. Segue portanto que a frequéncia de ressonancia w,y no dominio-6 deve ser

unitaria. O parametro arbitrario k,, também foi mantido no valor padrao unitario.
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O sinal de referéncia r(t) neste exemplo ndo é necessariamente periddico pois de-
nota a rotagdo do motor desejada a cada instante. Para gerar r(t) serd utilizado uma
composicao de sinais de degrau filtrados. Mas visto que o Controlador Ressonante Trans-
formado no formato proposto apresenta um integrador, deve haver a garantia do segui-
mento em regime permanente de sinais de degrau de referéncia. Para gerar o sinal r(t) foi
utilizado um sinal de referéncia (a priori) r4e4(t), construido pela seguinte defini¢do por
partes:

15rad/s 0s<t<35s

Tdeg(t) = { 5rad/s 355 <t < 70s (4.49)
10rad/s 70s <t <100s

Por sua vez, o sinal de referéncia final r(¢) é entao gerado pela filtragem de r4.4(t) conforme

Wy

ro) = ( ) Rieg(5) (4.50)

onde wy ¢é a frequéncia de corte do filtro da referéncia e ny ¢ a ordem do filtro. Foi

S+ wy

considerado nas simulacoes: wy = 0,4rad/s e ny = 4.

Este sinal de referéncia definido deve introduzir variagoes no periodo da per-
turbagao d(t) visto que z;(t) deverd variar para seguir esta referéncia. Serd assumido
aqui que o Controlador Transformado devera garantir desempenho de rejeicao para todo
x1 € [4,16]rad/s. Assim define-se os limites §2; = 4rad/s e 2o = 16rad/s do conjunto
Ba € [Q21, €] que engloba os valores admissiveis do pardmetro variante do controlador.
Com base nestes limites, foi construido o modelo politépico do controlador segundo (4.18).

Apés foi construido o modelo aumentado do sistema conforme indicado em (4.25).

Para o cendrio com py(§) senoidal serd incluido apenas o modo fundamental no
Controlador Ressonante Transformado. Ja no cenario com p,(€) triangular serdo avaliados
controladores com até oito modos harmonicos. Uma vez que o sinal triangular considerado
possui simetria impar, foram adicionados apenas modos harmonicos impares neste exem-
plo, visto que os modos harmoénicos pares nao contribuem para a rejeicdo do disturbio

neste caso.

As penalidades para sintese Hs foram definidas como R, = 1 e @, = diag{Q., Q.},
com @, = I, e Q. = 3001,,, lembrando que n. = 1 + 2n,. Utilizando o LMILAB para
resolver o problema de otimizagao indicado no passo-a-passo da Subsecao 4.4.4 resultou

nos ganhos de realimentacao K, organizados no Apéndice 1.

Novamente o desempenho do Controlador Ressonante Transformado sera compa-
rado com a abordagem de Controle Ressonante tradicional. Este tltimo foi implementado
para a frequéncia nominal do motor 2,, = 10rad/s. Utilizando as relagoes de equivaléncia

discutidas no exemplo anterior, segue que w,,, = wyy {2, é a frequéncia de ressonancia fixa
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deste controlador e k,,, = k.4 {2, é 0 ganho na sua entrada. Desta forma, o mesmo ganho

de realimentacao K, foi utilizado entre os controladores comparados.

As simulagoes foram executadas no software MATLAB/Simulink para um tempo
total de 100s. O parametro incerto da planta simulada foi mantido no seu valor médio,
ou seja, b(t) = (by +b2)/2. O estado inicial da planta foi configurado como x1(0) = 5rad/s
e x1(0) = 0,03 A.

4.6.1 Analise e Discussao dos Resultados

Figura 14 — Comparagao entre a saida y(t), o sinal de erro r(t) e a entrada de controle
u(t) no cendrio com py(€) senoidal.
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Figura 15 — Ampliagdo da resposta de u(t) mostrada na Figura 14. Mesmo através desta
ampliacao é dificil diferenciar visualmente as curvas.

A Figura 14 apresenta as respostas temporais geradas pelo Controlador Ressonante
Transformado e pelo Controlador Ressonante tradicional. Neste andlise inicial a funcao
pa(&) considerada é senoidal e os controladores possuem apenas o modo fundamental de
ressonancia. Esta figura compara a velocidade angular do motor y(t) = z1(t), o sinal de
erro r(t) e o sinal de controle u(t). Quando a rota¢ao do motor é igual ou muito préxima
ao valor nominal 10rad/s verifica-se que Controlador Ressonante tradicional é capaz de
rejeitar a perturbacao do sistema. O mesmo nao ocorre quando a rotagao é esta distante do
valor de sintonia, onde nota-se a propagagao de oscilagoes no erro de cerca de +0.,2rad/s.
Por outro lado, a estratégia de controle proposta mantém o erro praticamente nulo apés
o tempo para a acomodacao da dindmica do controlador. Comparando o sinal de controle
u(t) é dificil visualizar diferencas entre os controladores comparados. Mesmo na Figura
15 que amplia este sinal entre 60s até 62s, as respostas mostram-se muito similares. No
entanto, nesta mesma faixa de tempo nota-se uma significativa diferenca na reducgao da

oscilagao na saida do sistema.

Seguindo a andlise, a Figura 16 compara o sinal e(t) no cendrio com py(§) trian-
gular, além disso a Figura 17 também compara o sinal de controle neste mesmo cenario.
Nestas figuras estao dispostas respostas para um, dois, quatro e oito modos harmonicos
de ressonancia. Com apenas um modo, observa-se que o Controlador Ressonante Trans-
formado apresenta um residual de erro com amplitude de +0,08 rad /s, contudo esta am-
plitude residual é mantida desde 10rad/s até o final do tempo simulado. J& o Controlador
Ressonante tradicional apresenta um residual ainda maior quando encontra-se fora de
sincronia, principalmente entre 50s e 70 s quando o erro oscila entorno de +2rad/s. Com
o aumento do nimero de modos harmonicos observa-se um grande beneficio na rejeicao
do disturbio por parte do Controlador Ressonante Transformado, onde sua resposta em
regime aproxima-se cada vez mais da origem. Ja em relagdo ao Controlador Ressonante,
apesar do desempenho também melhorar quando y(t) estd préximo do valor nominal,

nota-se que o erro residual fora de sincronia aparenta estar inalterado. Para comparar de
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forma precisa o erro de cada controlador testado foi organizada a Tabela 5. Observando os
valores nesta tabela verifica-se que o desempenho do Controlador Ressonante tradicional
na verdade comeca a piorar com o aumento do niimero de modos a partir de quatro. Esta
observacao indica claramente que a adicdo de modos harmonicos nao beneficia o contro-
lador tradicional para operar fora de sincronia, podendo até degradar o desempenho. Por
outro lado, nota-se que o valor RMS do erro do Controlador Ressonante Transformado
aproxima-se cada vez mais de zero com o aumento do niimero do modos.

Figura 16 — Comparacao do sinal de erro e(t) no cenario com py(§) triangular para dife-

rentes nj, modos harmonicos dos controladores. A mesma legenda da Figura
14 aplica-se aqui.
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Figura 17 — Comparagao ampliada do sinal de controle u(t) no cenario com py(§) trian-
gular para diferentes n;, modos harménicos. A mesma legenda da Figura 14
aplica-se aqui.
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Tabela 5 — Comparagao do valor RMS do sinal de erro e(t) entre os controladores simula-
dos no cenério com py(§) triangular. A faixa de tempo considerada é a partir
do instante 15s até 100s. A unidade dos valores é rad/s.

Ntmero Controlador Controlador
de modos Ressonante Ressonante Transformado
1 0,08910 0,00221
2 0,00850 0,00092
3 0,00834 0,00054
4 0,00834 0,00038
5 0,00846 0,00028
6 0,00865 0,00022
7 0,00886 0,00017
8 0,00905 0,00014

4.7 Comentarios Finais

Neste capitulo foi apresentada a topologia proposta de Controle Ressonante Trans-

formado com base na teoria de mudanga de dominio desenvolvida anteriormente no Capi-

tulo 3. Uma forma sistematica de projeto foi apresentada para sintese robusta dos ganhos

de realimentacao do controlador. Por fim, os exemplos numéricos apresentados compro-

varam o desempenho da estratégia de controle proposta para o seguimento e/ou rejeigao

de sinais de periodo variante no tempo.
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5 Controlador Repetitivo Transformado

Este capitulo trata o desenvolvimento da segunda estratégia de controle proposta
neste trabalho: o Controlador Repetitivo Transformado. A definigdo do controlador no
dominio da frequéncia-f é realizada primeiramente, entao é formulada a transformacao
para o dominio do tempo. SecOes especiais tratam do método proposto para o cdmputo
do atraso de transporte do controlador, além de uma metodologia para compensacao da
distor¢ao causada pelo filtro passa-baixas que possibilita a estabilizacdo em malha-fechada
do Controlador Repetitivo. Posteriormente estd organizada a metodologia sistematica
para sintese robusta do controlador. Ao fim do capitulo sao mostrados exemplos numéricos

para demonstracao e avaliacao da proposta.

5.1 Definicao do Controlador no dominio-6

A funcao de transferéncia do Controlador Repetitivo no dominio da frequéncia-f

é definida como:
Yip(s9)  Qe(sg)e™ ™

E(S@) 1 - Qf(Sg)engse ’

onde 7y é um atraso de transporte constante no dominio-6 e Qg(s) denota a fungao de

Grp(SQ) = (51)

transferéncia de um filtro de primeira ordem na forma:

Weo
Sp + Wep

Qf(S) = kf@ (52)

Aqui, wep € a frequéncia-f de corte do filtro e ky, é o ganho do filtro. Por hora, considere

que kg, = 1 (ganho DC unitario do filtro).

Idealmente (desconsiderando a presenca do filtro), este Controlador Repetitivo
possui infinitos polos em sy = 2w n/7y ¥V n € Z. Portanto basta sintonizar 7y = Ty para a
garantir o seguimento/rejeigdo de qualquer sinal periédico no dominio-6. E notdvel entre-
tanto, conforme ja mostrado na Figura 8, que a presenca do filtro desloca a posicao dos
polos, fazendo com que a sintonia de 7y nao seja efetiva. Na Secao 5.4 serd proposta uma
metodologia para compensagao desta distor¢ao do filtro, onde serao apresentadas equa-
cOes para sintonizar 7y # Ty e ky, # 1 para atingir o desempenho de seguimento/rejeicao

otimo em uma frequéncia-f central de interesse.
No espago de estados do dominio-f, este controlador pode ser realizado conforme
er<9) = —Wep er(‘g) + kfo Weo 77(0 - 7—0)

nd) = xpp(0) +e(8) ) (5.3)
Yrp(0) Xrp(0)
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onde X, € R é 0 estado do controlador no dominio-0 e n € R ¢ simplesmente um
sinal auxilar para facilitar a notacao. Convenientemente nesta realizacdo, o estado do
controlador é igual a saida do controlador, portanto serda omitida na sequéncia do trabalho

a relagao yrp(0) = X,p(#) (bem como y,,(t) = z,,(%)).

5.2 Transformacdo do Controlador para o Dominio do Tempo

Aplicando a transformacao de dominio, proposta na Secao 3.2, é possivel trans-
portar a representacdo do Controlador Repetitivo definido no dominio-0 para o dominio
do tempo, sem alterar sua caracteristica dindmica. A partir da a Transformada-© inversa

no controlador (5.3) resulta:

{ Frp(t) = —QUt) Wep Trp(t) + Q) kg wep 0t — 7(t)) (54)
n(t) = wnp(t) +e(t) ’ '
O atraso de transporte variante no tempo 7(¢) é desconhecido a priori. Contudo considera-
se disponivel em tempo-real o sinal de transformagao 6(t) e sua derivada €2(t), assim o

valor de 7(t) pode ser determinado pela solu¢do da equagao (3.20) no Teorema 3.2:
O(t) —0(t—7(t) =19 - (5.5)

Desta forma garante-se que o atraso n(f—74) no dominio-6 é equivalente ao atraso variante
n(t—7(t)) no dominio do tempo. A segao subsequente ird propor um observador dindmico

para encontrar a solugdo de 7(t) com base na informagdo em tempo-real de 6(t) e sua
derivada €Q(t).

Para compactar a notacao, o controlador sera trabalhado na forma

{ Be(t) = Ac(Qt)) we(t) + Bo(Q0)) n(t — 7(t)) 56)
n(t) = w(t) +e(?)
onde =, = x,, € os coeficientes em fungao de Q, A.(Q2) € R e B.(2) € R, sao

Ac() = —Quey ,  Be(Q) = Qksywep - (5.7)

Esta arquitetura sera chamada de Controlador Repetitivo Transformado, pois representa

a dindmica equivalente do Controlador Repetitivo no dominio-6.

5.3 Observador do Atraso de Transporte Variante no Tempo

Objetivo desta segdo é organizar uma modelo para observar a solugdo 7(t) da
equagao (5.5), permitindo assim a implementagao do Controlador Repetitivo Transfor-
mado. Primeiramente serd introduzido um sinal de erro de observagao e, (t) tal que para
e-(t) = 0, 7(t) satisfaca a relacao desejada (5.5). Posteriormente sera abordada a dindmica
deste sinal de erro e a metodologia de observacao proposta para garantir a convergéncia

assintética de e, (t) para zero.
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5.3.1 Dinamica Proposta do Observador
Deixe e, (t) descrever o erro da equagao (5.5) conforme:
e-(t) =0(t) —0(t —7(t)) — 79 . (5.8)
Desta forma, quando e, (t) = 0 ¢ facil notar que 7(t) satisfaz (5.5).

Para projetar um observador robusto, que garanta a convergéncia assintotica de

e-(t) para a zero propoe-se forgar a seguinte dindmica exponencial
er(t) = —aer(t) . (5.9)

Desta forma, o erro deve tender exponencialmente para zero com uma taxa de decaimento
« (contanto que este pardmetro seja positivo, isto é o € R,). O objetivo portanto é

encontrar a dindmica do observador 7(t) que atenda a condigao (5.9).

Ao realizar derivada temporal do sinal de erro definido em (5.8) obtém-se:
é-(t) = Q(t) — Qt — 7(1)) (1 - #(t)) . (5.10)
Aplicando agora esta relagao de é,(t) na dinamica desejada (5.9) gera
Qt) - Qt — () (1 - 7(t)) = —aec(t) . (5.11)

Entéo, basta isolar 7(t) para expressar a dindmica do observador proposto:

Qt) + ae(t)

=10 —0)

(5.12)

O valor 7(t) pode ser determinado em tempo-real, em funcao de 6(t) e (), pela seguinte

(t) = /tt (1 _ D)+ O‘€T<§>> 4 + (to) . (5.13)

integracao:

Q¢ —7(8))
Assim, mesmo que seja escolhido um valor inicial 7(¢y) equivocado, 7(t) ird convergir

exponencialmente para a solu¢ao de (5.5), visto que a dindmica (5.9) foi imposta.

Para validade do método proposto deve-se ainda garantir que (¢t — 7(¢)) nunca
seja zero para evitar a singularidade do modelo. Também deve-se assegurar que os atrasos
O(t—7(t)) e Q(t—7(t)) sejam valores validos para todo t > to. Em outras palavras, deve-se
garantir que o retardo no tempo ¢t — 7(¢) seja sempre maior ou igual a zero. Na sequéncia
¢é apresentada uma forma sistematica para determinar o tempo de inicio ty da obervacao

e a faixa de valores iniciais 7(ty) que garantem estes requisitos.

5.3.2 Escolha do tempo de inicio ¢, e do valor inicial 7(t)

Para garantir que t — 7(¢) > 0 em todo t > t, basta escolher o tempo inicial
tp como o valor supremo 7g,, do atraso. Desta forma, na mais extrema situacao possivel

verifica-se que to — 7(ty) = Toup — Tsup = 0.
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Suponha que €(t) > €, onde ; é um valor positivo que representa o valor minimo
de Q(t) para todo t > 0. Desta forma o problema da singularidade é evitado contanto que
23 > 0. Também é possivel neste caso determinar o valor supremo de 7,, baseado neste

limite €.

Para calcular o valor supremo de 7(¢) basta analisar a relagao (5.5): 6(t) — 6(t —
7(t)) = 79. Lembre que 6(t) é por definigdo estritamente crescente. Note que o quanto
mais lento 6 cresce, mais tempo demora para este sinal atingir o incremento de 7y, e
portanto, maior é o atraso que satisfaz a relacao (5.5). Portanto, a trajetoria 6(t) que
maximiza 7(t) é a que contém a menor taxa de variagao possivel. Entao, dada a restrigdo
0(t) = Q(t) > Oy, chega-se a conclusdo que a reta () = Oyt é a trajetéria de menor taxa
de variagdo possivel e que, consequentemente, maximiza a solugao de 7(t). Portanto basta

aplicar esta trajetéria na equacao (5.5) para verificar 7y,

To
Tsup = Qﬁ .
1

Qlt — Qlt + QlT(t) = Ty (514)
Por fim deve-se levar em consideragao a dindmica da observagao da solugao de 7(t).
Dado que o observador apresenta um decaimento exponencial do erro, entao a escolha de

um valor inicial 7(¢y) < 74, implica sempre que 7(t) < Ty, para todo t > .

Resumindo, os seguintes requerimentos garantem a funcionalidade correta do ob-

servador:

e Deve-se escolher uma taxa de decaimento o > 0 para a dindmica do erro de obser-

vacao.

e Deve-se assegurar que o sinal (t) possui um limite inferior positivo {2y para todo
t>0.

e Deve-se iniciar a observagao no instante to = 75/€;.

e Deve-se escolher um valor inicial 7(tg) < 79/€.

5.4 Compensacao da Distorcao do Filtro Passa-Baixas

O filtro passa-baixas do Controlador Repetitivo causa uma degradacao no desem-
penho de seguimento e/ou rejeigdo. Este efeito pode ser verificado no diagrama de bode
da Figura 20. Nesta resposta em frequéncia-, o Controlador Repetitivo filtrado considera
19 = Ty (0 atraso do controlador no dominio- igual ao periodo dos sinais neste dominio)
e também k,, = 1 (ganho do filtro unitario). A frequéncia-0 de corte selecionada para este
exemplo gréfico é wey = 4. E fécil notar que o filtro atenua os picos originalmente com

ganho infinito, além de deslocar estas frequéncias de ressonancia.
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Figura 18 — Comparacao no dominio da frequéncia-f entre o Controlador Repetitivo ori-
ginal e filtrado.
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Na sequéncia é proposta uma metodologia para sintonizacao dos parametros 7y
(diferente de Ty) e kg, (diferente de 1) de modo a compensar a distor¢ao do filtro e

garantir o melhor desempenho possivel de seguimento/rejeigao.

Para realizar a correcdo proposta, deve-se escolher uma frequéncia-6 central de
ajuste wj. Esta frequéncia-f deve ser a mais significativa do espectro dos sinais de refe-
réncia/disturbio. Sem perda de generalidade, sera trabalhado com w} igual a frequéncia-6

fundamental dos sinais:
Wy = Wog = = (5.15)

dado que nas aplicagoes praticas exemplificadas neste trabalho, a componente fundamen-
tal serd sempre a mais significativa.

A método proposto consiste em forcar o Controlador Repetitivo filtrado a ser

idéntico ao Controlador Repetitivo sem o filtro na frequéncia-f central de ajuste, isto é:

Qf(Sg)eng S0 B e To 50

1- Qf(S@)G_T(’ so 1 — e Tose quando Sp = .] w; . (516)
Note que o problema pode ser simplificado para
Qeljp)e ™ = eI .17

A equagao (5.17) na forma complexa pode ser separada em duas equagoes de magnitude

e fase:
Qe(wp)| =1, £Qeliws) — wimo = —wiTy . (5.18)
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Entéo, aplicando a fungao de transferéncia Qg(sy) do filtro e substituindo sy por jwj:

ko we 6
_ PpgWe =1, —wgrg — arctan (wQ) = —nge . (5-19)
w;Q +w092 wC

Desta forma basta isolar k¢, e 7y nas equagoes em (5.19), resultando no atraso compensado

1 *
79 = Ty — — arctan <w€> ) (5.20)
Wo Weo

e no ganho do filtro

1
kpg = —\Jwp® + wep? (5.21)

Wep

Tomando como exemplo os valores numéricos Ty = 27 e w.y = 4, observa-se que
o resultado das equagoes (5.20) e (5.21) é respectivamente 7y = 1,9227 e ks, = 1,0308.
Portanto nota-se que a compensacao impoe um atraso um pouco menor que o periodo dos
sinais. A Figura 19 mostra o valor numérico do resultados de (5.20) e (5.21) considerando
Ty = 2m. Note que para valores elevados de w.y, 0s parametros tendem aos valores padroes
79 = Tp e ky, = 1. Entretanto, para valores inferiores de w.y verifica-se que 75 < Tj e
ke > 1.

Figura 19 — Valores numéricos dos parametros compensados em funcao de w.y. Aqui foi
considerado Ty = 2.

O diagrama de bode na Figura 20 subsequente demonstra o efeito da compensacao
proposta na resposta em frequéncia-f. Neste exemplo, ambos os controladores filtrados
possuem w.y = 4. Enquanto o controlador sem correcao utiliza 7 = Ty e ky, = 1,
o controlador com a corregao considera estes pardmetros conforme as relagoes (5.20) e
(5.21). Observe que a compensagao faz com que o Controlador Repetitivo filtrado seja

idéntico ao original na frequéncia de interesse wj; = wopy.
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Figura 20 — Comparacao no dominio da frequéncia-f entre o Controlador Repetitivo ori-
ginal, filtrado (sem correcao) e filtrado (com a corregao proposta).
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5.5 Metodologia para Sintese Robusta

Esta secao apresenta uma metodologia sistematica para sintese de uma lei de con-
trole de realimentagao de estados incluindo o Controlador Repetitivo Transformado. O
procedimento serd espelhado na mesma metologia proposta para o Controlador Resso-
nante Transformado, onde primeiramente é realizada a modelagem politopica do contro-
lador, entao é organizado o modelo aumentado do sistema, e por fim sao apresentados os

critérios de estabilidade e desempenho robusto.

A lei de controle a ser considerada é
u(t) = Kx(t) + K. x.(t) , (5.22)

onde K € R™™ é matriz de ganhos de realimentacdo da planta e K, € R™*! matriz
de ganhos de realimentacao do controlador. Neste caso a realimentagdo de estados do

controlador ¢é equivalente a realimentagao da saida, visto que y.(t) = z.(¢).

O diagrama de blocos na Figura 21 demonstra a estrutura geral do Controlador

Repetitivo Transformado inserido na malha de controle.

5.5.1 Representacao Politépica do Controlador

Para obter uma condi¢ao de estabilidade para o Controlador Repetitivo é necessa-
rio tratar o pardmetro variante no tempo €)(¢). Portanto deve-se garantir que €2(t) pertence

a um politopo valores admissiveis:
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Figura 21 — Diagrama de blocos do Controlador Repetitivo Transformado em malha-
fechada.
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RII:E(ISI[Z\IRTEENDCEA >O ( )~ REPETITIVO e(®) PLANTA yg)
F- TRANSFORMADO

x(t)

onde 2 e {2 denotam, respectivamente o valor minimo e valor méximo de €2(¢) para todo
t > 0. Neste caso, deve-se garantir ainda que §2; > 0 para assegurar a funcionalidade do

observador do atraso.

Dada esta suposi¢ao em relagao ao sinal (¢), o Controlador Repetitivo Transfor-

mado pode ser escrito na seguinte forma politopica

n(t) = z(t) +e(t)
onde \. € By, C R? é um pardmetro incerto e o conjunto By, ¢ definido por:
2
By, =3 Aj: D> A;j=1,0<)\;<1,j=12; CR%. (5.25)
=1
Os termos A.(A.) e B.().) sao expressos conforme
2
[Ac(Ae) Bore)] =X A [Ae; Byl (5.26)
j=1

de tal forma que A.; e B.; (j € {1,2}) representem os termos variantes A.(£2) e B.(£)

avaliados no j-ésimo vértice do politopo Bg, ou seja:

AC~ = AC(Q]) = —Qj Wep BC~ = BC(QJ) = Qj kf@ Wep - (527)

J J
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5.5.2 Modelo Aumentado do Sistema

Para unir a representacao dindmica da planta e do controlador deve-se organizar
o modelo aumentado do sistema. Novamente aqui, sera considerado um modelo de planta

conforme descrito na Secao 3.1.

De inicio, é conveniente escrever a dinamica do controlador inserindo a relacao
e(t) =r(t)—y(t) e a equacao y(t) = C z(t)+ D u(t)+ Dy d(t) conforme o modelo da saida
da planta:

xc(t) = Ac()‘c) xc(t) + Bc()‘c) l’c(t - T(t)) + BC(AC) T(t - T(t)) -

(5.28)
Bc(/\c)Cx(t - T(t)) - BC(AC)Du(t - T(t)) - Bc()‘c)Dd d(t - T(t)) :

Entao pode-se definir o vetor aumentado de estados z, € R™ (n, = n+1) e

também um vetor aumentado de entradas exégenas d, € R? conforme
d(t)
} ;o do(t) = |d(t —T(1))] - (5.29)
r(t —7(t))
A dindmica deste sistema aumentado é descrita conforme:
To(t) = Ag(AAe) 2a(t) 4+ Arg(Ae) zo(t —7(8)) +
Ba(A) uft) + BraA)ult =7(t))  + Baa(X Ac) da(t) -
tal que as matrizes aumentadas A,(\, A.) € R"*™ A (A.) € R"*" B, (\) € R"*™
Bro(\) € RX™ e By (X, ) € R™*3 s3o:

(5.30)

A ()\ )\ ) _ AO‘) On><1 A ()\ ) _ Onxn 0n><1
T 0 AT T [ =BAC B
B(A nxm
B.()\) = () . B\ = 0 , (5.31)
O1xm —B.(\)D
B <)\ )\): Bd(/\) 0n><1 On><1
Aol e 0 —B.\)Ds B.)\)

Para contemplar a unido da incerteza politépica da planta e controlador, a dina-

mica do sistema aumentado sera reescrita na forma

Pa(t) = AaNa)Ta(t) + Ara(Na) za(t — (1) + (5.32)
Baa)u(t) + Bro(Aa)u(t—7(t) 4+ Baa(Aa)dalt) . '

o(p+1)

tal que A\, € B), C R ¢ um parametro incerto aumentado e o conjunto B, ¢ definido

CO1mo:

2P 2
BAa:{Aa(iJ):ZZ)‘a(iJ)Zl ,0< Ny <1, 0i=1,2,...,27 j:1,2}. (5.33)

i=1j=1
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Desta forma, as matrizes aumentadas incertas A, (), Ara(Aa), Ba(Aa), Bra(Aa) € Bag(Aa)

sao descritas por

[AdA) Ar(A0) BaAa) Bra(ha) Baa()| =

2 2 (5.34)
>3 M) [Aaisy Aragy Baty Bragy Baaty)

i=1j=1

Na relacao (5.34), as matrizes Aq(;j), Baij) € Baagy), (0 € {1,2,...,2°} e j € {1,2})

representam todas as possiveis combinagoes de A;, B; e By; com A.; e B.; para todo i e

todo j:
A= Az 0n><1 o Onxn 0n><1
a(i,j) O1un ch ) Ta(5) —Bcjc Bcj )
Bagiy = . Bray = * , (5.35)
01><m _Bch
B, .= Bdi 0n><1 0n><1
@) T\ 0 —B,D; B

Para finalizar a representacao da malha-fechada do sistema deve-se incluir a lei de
controle proposta em (5.22). Representando esta lei de controle em fungao do vetor de

estados aumentado obtém-se:
u(t) = K, zq(t) (5.36)

onde K, € R™*" é matriz aumentada de ganhos de realimentacao, obtida por
K.=|K K. . (5.37)

Note também que u(t — 7(t)) = K, x,(t — 7(t)). Entdao a dindmica completa do sistema

em malha-fechada é dada pelo seguinte modelo:

£at) = (Au) + BuOW)KL) 2a(t) +

(Ara0) + BruOW)Ko) alt — () + B dlt) )

5.5.3 Ciritérios de Estabilidade e Desempenho Robusto

Em (YAMAMOTO; HARA, 1988) foi demonstrado que mesmo para sistemas line-
ares de dimensao infinita, a estabilidade assintética interna do sistema também implica a
estabilidade BIBO (ver Teorema 5.12 desta mesma referéncia). Com base nesta observa-
¢ao, o vetor de entradas exégenas d,(t) serd desconsiderado (sem perda de generalidade)
para solucao do problema de sintese, assim como realizado anteriormente para o caso do
Controlador Ressonante Transformado. Segue entao que a representagao considerada do

sistema sera:

ta(t) = (Aa(Na) + Ba(Aa) Ka) Zalt) + (Ara(AN) + Bra(Aa)) alt — (1)) . (5.39)



Capitulo 5. Controlador Repetitivo Transformado 97

Novamente serd incluida uma saida z € R"* (n, = n, + m) para modelagem de

um critério de desempenho H, para o sistema em malha-fechada:
2(t) = C,xq(t) + Dy u(t) . (5.40)

As matrizes C, € R™=*" ¢ D, € R™*™ 530

Qz ) Dz =
Omxna

onde @, € R™" e R, € R™*™ sao matrizes diagonais (positivas definidas) de penalidades.

Ona xm

C, =
R,

(5.41)

Estas matrizes devem ser definidas conforme ja indicado anteriormente em (4.33). Assim
define-se a funcao de custo da sintese como o quadrado da norma L, desta saida de

desempenho:

To = Il20I3= [~ (0=t (5.42)

A representacao dindmica final do sistema em malha-fechada é portanto expressa

conforme:

(A6(ha) + Ba(Aa)Ka) %a(t) + (Ara(Na) + Bra(Aa) ) zalt — 7(2))

To(t) = (5.43)
At) = (C.+ D.K,)za(t) |

Desta forma chega-se em um problema de sintese robusta H, para um sistema
sujeito a um atraso de transporte variante no tempo, conforme descrito no Problema
5.1. Na sequéncia sao apresentados dois teoremas alternativos para a resolucao deste
problema. Primeiramente, o Teorema 5.1 apresenta um critério de estabilidade baseado
na abordagem de Lyapunov-Razumikhin. Apds, o Teorema 5.2 apresenta outro critério

de estabilidade baseado na abordagem de Lyapunov-Krasovskii.

Problema 5.1. Dado um valor w.y € R, determinado a priori, encontrar um ganho
robusto K, e um conjunto B; de forma que o sistema (5.43) seja assintoticamente estdvel
para todo A, € By, para qualquer sinal 7(t) satisfazendo 7 € RY e 7 € B;, além disso, tal

que a fungao de custo Jy em (5.42) seja minimizada.

Teorema 5.1. Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P € R *"e

e X € R"*"  yma matriz K, € R™* " ¢ um escalar positivo 3 € R% que satisfacam

He{Au P+ BuyKa} + 8P A

ra(y P+ BragyKa  PCT+ KD]
* —B8P 0 <0, (5.44)
* * -1

{X ]ﬂ] >0, (5.45)



Capitulo 5. Controlador Repetitivo Transformado 98

para todo i € {1,2,...,2°} e todo j € {1,2}. Entdo o sistema (4.34) com K, = K,P~! ¢
assintoticamente estdavel para todo X\ € By, para qualquer sinal 7(t) que satisfaca T € R*,

e T € B =R. Também, a funcio de custo Jy satisfaz
Jo < xl(0) X 2,(0) (5.46)

quando z,(0) #0 e x,(t) =0V t < 0.

Demonstrag¢ao. Conforme ja mostrado pelo Teorema 2.6 (baseado no Teorema da Estabi-
lidade de Lyapunov-Razumikhin), se existir uma func¢ao de Lyapunov quadrética V (z,(t))

que satisfaca
V(@a(t) < =B(V(xalt)) = V(zalt — 7(£)))) (5.47)
para um escalar positivo 3, entdo o sistema (5.43) é assintoticamente estavel para qualquer

trajetéria de atraso 7(t) > 0.

Reforcando ainda a seguinte condicao

V(@a(t) < =B(V(xa(t) = V(xalt — 7(£)))) — 27(¢) 2(t) (5.48)

implica (por integracao) que

01 < V(a0)+8 [ (Viwalt = () = Vizalt))at
i (5.49)
< V(x,(0)) + 8 V(za(t))dt

—Tsup

onde Ty, denota o valor supremo de 7(t). Definindo V(z,(t)) = x(t) Pz, (t), segue que

OB 2P w0+ 5 [ alPaa)de (5.50)
entao verifica-se que
12(®)l|2< 24(0) P 24(0) (5.51)
quando z,(0) 0 e x,(t) =0V ¢t < 0.

Realizando a derivada V (4(t)) em (5.47) ao longo da trajetéria do sistema resulta:

He {PA(\) + PBaOAN)K} + 8P PAry(\) + PBru(A)Ka  CT+ KIDT
* —pBP 0 <0,
* * —1I
(5.52)

Pré- e pés-multiplicando a relagdo (5.52) por diag{ P~ P~ I} e substituindo:

P=pP' K,=K,P', (5.53)
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resulta em

He {Au(Aa) P+ BaA) Ko} + 8P Ary(M)P + Bro(\a)Ka  PCT + KID]

* —BP 0 <0,
* —1I
(5.54)
Por argumentos de convexidade, se a relagao (5.44) é satisfeita para todoi € {1,2,...,2P}

e todo j € {1,2}, entao (7.71) também satisfaz para todo A\, € B,,.

Aplicando também a troca de varidveis na inequagao (5.51) resulta
12(D)]5< 24 (0) P4 (0) (5.55)

Mas definindo X = X" > P~! (conforme (5.45) pelo complemento de Schiir) produz a
relagao (5.46). O

Teorema 5.2. Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas Pe R7axna
S € Ruaxna ¢ X € R™ X" yma matriz K, € R™" ¢ ym escalar positivo 1 € RY que

satisfacam

He {ACL(’L,])P + Ba(i)Ka} + S ATa(j)P + BTf(j)Ka PC; + K;—D;

* (w—1)8 0 <0, (5.56)

* * -1

[X ;]>o, (5.57)

*

para todo i € {1,2,...,2°} e todo j € {1,2}. Entio o sistema (4.34) com K, = K,P~!
¢ assintoticamente estdvel para qualquer sinal T(t) que satisfaca 7 € RY e 7 € B; =

(—o0, i|. Também, a fungio de custo Jo satisfaz
Jo < xl(0) X 2,(0) (5.58)

quando z,(0) #0 e z,(t) =0V t < 0.

Demonstragio. Conforme ja demonstrado no Teorema 2.5 (baseado no Teorema da Esta-

bilidade de Lyapunov-Krasovskii) considere o funcional:
t
V(zag(t)) = 23(t) Pra(t) + [ al(p) Swalp)dyp (5.59)

t—7(t)

onde ¢ € [-7(t),0], P=P">0e S =S5" > 0. Neste caso, o sistema ¢é assintoticamente

estével se

V(2ag(t)) = a5 (t) Pra(t) +2} (8) P (t) + 2 (8) S (8) — 3 (£) (1= 7(£) ) Sza(t) < 0. (5.60)
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Limitando a taxa de variagao do atraso conforme 7(¢) < p, entao segue que a condicao
V(xag(t» < 2 () Px(t) + 2 (t) Py (t) + x)(t)Sxa(t) — xl(t)(1 — u)Sxa(t) <0 . (5.61)

assegura a estabilidade assintética do sistema.

Reforcando ainda o a seguinte condicao

Vi(z,(t)) < —2"(¢) 2(t) (5.62)
implica (por integracao) que
12(t)||53< 2%(0) Py (0)+ _0 o 2l () Sxa(t)dt <z} (0)Pxa(0)+ _0 2l () Sz, (t)dt . (5.63)

Assumindo ainda que x,(0) # 0 e z,(t) = 0 V t < 0 resulta que

12(0)][3< 4(0) P24(0) - (5.64)

Combinando as relagoes (5.61) e (5.62), e aplicando a dindmica do sistema produz

Ho (PAM) 4 PBUOKL) 1+ PA(M) 4 PBrM)K, T4 KID
* (u—1)S 0 <0.
* * —I
(5.65)
Pré- e pés-multiplicando a relagdo (5.65) por diag{ P~*, P71, I} e substituindo:

p=pt', S=plsp' K,=K,P', (5.66)

resulta em

He{Aa(\)P + BiAa) Ko} + 8 Are(Ma)P+ Bro(\a)Ka  PCI+ KDI
* (n—1)5 0 <0,
* * -1/
(5.67)
Novamente, pela propriedade da convexidade, se a relacao (5.56) é satisfeita para todo

ie{l,2,...,2P} e todo j € {1,2}, entdo (5.67) também satisfaz para todo A\, € B,,.

Aplicando também a troca de varidveis na inequacio (5.64) resulta que |[|z(t)|[3<
x(O)Tpflx(O). Mas definindo X = X™ > P! (conforme (5.57) pelo complemento de
Schiir) produz a relacao (5.58). O

Observagao 5.1. Enquanto que o Teorema 5.1 (Razumikhin) apresenta uma condigao de
estabilidade independente da trajetéria do atraso, o Teorema 5.1 (Krasovskii) requer uma

restrigdo para a taxa de variagdo méaxima 7(t). Neste tltimo caso, porém, a solugao é
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possivelmente menos conservadora para aplica¢oes onde naturalmente 7(t) varia lenta-
mente. Também podem haver sistemas em que o Teorema 5.1 ndo é capaz de fornecer

uma solugdo factivel (FRIDMAN;, 2014).

Ao utilizar o Teorema 5.2, contudo, deve-se garantir que o atraso observado respeite
a condigdo 7(t) < p. Para auxiliar na escolha do limite u, pode-se estimar a taxa de
variacdo méaxima esperada /i da solucdo exata de 7(¢) com base nos limites €; e Q3 do

sinal de transformagcao. Para isso, pode-se considerar a solu¢ao do seguinte valor supremo

sup - (T(lf)) = sup (1 — Q(Q(t)> < f=1- g; . (5.68)

t>to , er(t t>to t—7(t))

5.5.4 Passo-a-passo sistematico de projeto

Para resolver de forma sistematica o Problema 5.1 com base nos Teoremas 5.1 e

5.2 é aconselhavel o seguinte fluxo de projeto:

e Passo 1: Obter o modelo da planta na forma politépica conforme apresentado na

Secao 3.1.

e Passo 2: Verificar se os sinais de referéncia/distirbio sdo representéveis na forma
r(t) = pr(@(t)), d(t) = pr(¢(t)). Identificar o periodo T, de p,(-) e pq(-). Entao

definir o fator p para definir o periodo do sinais no dominio-: Ty = 07,

e Passo 3: Definir os limites 2; e 25 do politopo que enquadra o parametro variante

Q(t). Estime a variagdo maxima do atraso fi pela equagao (5.68).

e Passo 4: Escolher a frequéncia-f de corte do filtro passa-baixas do Controlador
Repetitivo Transformado. Uma escolha razodvel é
2m

Weg > Wog = ?9 . (569)

e Passo 5: Computar os parametros compensados 7y e ky, em funcao de wey.

e Passo 6: Definir as matrizes diagonais (), e R, para formular o critério de desem-

penho transitério do sistema.
e Passo 7: Construir a matrizes (5.35) o modelo politépico aumentado do sistema.

e Passo 8: Resolver o seguinte problema de otimizagao convexa baseado no Teorema
5.1 (Razumikhin):
minimizar tr(X) sujeito a {(5.45), (5.44) } , (5.70)
X,P,K
realizando uma varredura na escolha de 3. Considerar a solu¢do com o menor valor
objetivo tr(X). Caso nao seja possivel encontrar uma solugao factivel, retornar ao

Passo 3 e reduzir w.y, ou pular para o Passo 9.
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Passo 9: Resolver o seguinte problema de otimizacao convexa baseado no Teorema
5.2 (Krasovskii):

minimizar tr(X) sujeito a {(5.57), (5.56) } . (5.71)
X,P.K

realizando uma varredura na escolha de pu.

e Passo 10: Comparar as solugoes factiveis obtidas no Passo 8 e Passo 9. Ponderar
o valor objetivo tr(X) e a maxima taxa de variagdo p permitida para o atraso,
relacionando com o atraso méximo esperado [i para a aplicagao. Entao escolher

uma solucao definitiva para utilizar o ganho de realimentacao K, sintetizado.

e Passo 11: Escolher uma taxa de decaimento « para o observador. Uma boa escolha

¢ uma taxa de decaimento mais rapida que a dinamica do sistema.

e Passo 12: Analisar o desempenho em malha-fechada do sistema. Se o erro residual
relativo as harménicas dos sinais de referéncia/disturbio for elevado, considerar re-

tornar ao Passo 2 e elevar weg.

5.6 Exemplo Numérico 1: Inversor de Frequéncia

Considere para este exemplo numérico o mesmo sistema inversor de frequéncia
PWM abordado na Secao 4.5. O objetivo de controle neste exemplo é regular a saida do
inversor para seguir um sinal de referéncia r(t) = V, sen(¢(t)) de frequéncia variavel no
tempo G(t) = 27 f,(t), conforme as equacoes (4.41) e (4.42). Serdo utilizados os mesmos
sinais de transformacao 6(t) = ¢(t) e Q(t) = ¢(t) definidos para o Controlador Ressonante
Transformado, capazes de representar o sinal de referéncia no dominio-f com um periodo

fixo de Ty = 27 rad.

A mesma faixa de garantia de desempenho considerada para o projeto do Controla-
dor Ressonante Transformado também serd aqui utilizada. Isto é, f,; < fo(t) < foq, para
for = 20Hz e f,, = 120 Hz, levando aos limites ©; = 125,6637 rad /s e Qs = 753,9822rad/s

do politopo Bg que engloba os valores admissiveis do parametro variante do controlador.

Foi escolhida uma frequéncia- de corte do filtro de w.y = 25wy, ou seja, pouco
acima de uma década da frequéncia-6 fundamental de r(). Sabe-se que wog = 27 /Ty = 1,
portanto w.g = 25 foi o valor considerado. Determinados w.g e Ty, foram calculados os
parametros compensados 7y e ky, utilizando as expressoes (5.20) e (5.21), o que resultou
nos valores 79 = 1,98737 e ky, = 1,0008. A partir destes parametros verificou-se que o

atraso maximo do Controlador Repetitivo Transformado é 74, = 79/ = 0,0497s.

As mesmas penalidades da sintese H, consideradas no projeto do Controlador Res-

sonante Transformado foram aqui utilizadas, realizando apenas a adequacao da dimensao
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Figura 22 — Acima, a varredura realizada para encontrar o melhor valor de § para sintese
utilizando o Teorema 5.1. Abaixo, a derivada méxima p permitida para 7(t)
e o respectivo valor objetivo da sintese utilizando o Teorema 5.2.
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das matrizes. Isto é, foi definido R, = 1 e @, = diag{Q,,Q.}, com Q, = I, e Q. = 10.
Utilizando o LMILAB, foram resolvidos problemas de otimizagao com base nos Teore-
mas 5.1 (Razumikhin) e 5.2 (Krasovskii), seguindo o fluxo descrito no passo-a-passo da
Subsecgao 5.5.4. A Figura 22 mostra (acima) a varredura realizada para encontrar o valor
6timo para o escalar § presente no Teorema 5.1. O melhor valor encontrado foi g = 4421,
produzindo o menor objetivo tr(X) = 1,4559 pelo problema de otimizagao. A Figura 22
também apresenta (abaixo) o valor objetivo tr(X) obtido para diferentes valores de p (isto
é, a maxima taxa de variagdo permitida para o atraso do controlador), agora referindo-se
ao uso do Teorema 5.2. Através desta analise pode-se concluir que o método de Krasovskii
oferece uma solugdo menos conservadora até a taxa maxima de p = 0,9, para este exemplo
especifico. Acima deste patamar, a solugao pelo método de Razumikhin mostra-se menos
conservadora, visto que a derivada maxima do atraso ¢ ilimitada quando utiliza-se esta
formulagao para prova de estabilidade. Com base nos limites €2, e ()5, espera-se uma taxa
de variacdo méxima de i = 0,8333 para o atraso, utilizando a relagao (5.68). Através desta
andlise, seria razoavel a escolha de alguma solucao por Krasovskii com p entre 0,8333 e
0,9, ou diretamente a solucao por Razumikhin que permite taxa de variagao ilimitada para
o atraso. Foi escolhido aqui trabalhar com esta tltima opgao. O ganho de realimentacao

K, resultante desta sintese selecionada esté disposto no Apéndice 1. Também, a taxa de
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decaimento o = 100 foi definida para observacao do atraso.

Para avaliar a eficacia do Controle Repetitivo Transformado, este serd comparado
a um Controlador Repetitivo tradicional. For¢cando Q(t) = €,, (com Q,, = 27 fy,, € fo, =
60 Hz representando a frequéncia nominal de sintonia) é possivel gerar um Controlador
Repetitivo tradicional (sintonizado para esta frequéncia especifica) a partir do Controlador

Repetitivo Transformado, conforme a demonstragao na sequéncia.

Deixe w,,, ser frequéncia usual de corte do Controlador Repetitivo, k; o ganho
do filtro e 7,, o atraso nominal deste controlador. Deixe a dinamica deste controlador ser
entao expressa por

rp(t) = —ton Tplt) + kg won(t = 72) (5.72)

Comparando com a dindmica do Controlador Repetitivo Transformado em (7.52),

para €(t) = €, verifica-se a equivaléncia
Wen = ancg, kfn = ka . (573)

Visto também que Q(t) = Q,, entdo 0(t) = Q,t, entdo 7, é a solugao de (5.5), ou seja,
Ot — Q,t+ Q7, = 79 que resulta

To

Qn

Tn =

(5.74)

Utilizando os mesmos parametros weg, 7, ky, projetados para o Controle Repetitivo Trans-
formado, resultou em w,, = 9424,8rad/s, ky = 1,0008 ¢ 7, = 0,0166. 1 Assim, este
Controlador Repetitivo tradicional também considera a compensacao proposta do filtro

passa-baixas e o mesmo ganho de realimentacao K, pode ser utilizado, visto que €2,, € Bq,.

Conforme a andlise comparativa realizada entre os Controladores Ressonante Trans-
formado e tradicional, é conveniente aqui manter os mesmos ganhos de realimentagao para
destacar as diferencas de desempenho pela dindmica dos controladores, e nao pelo nivel

da realimentacao dos estados.

A simulagdo dos controladores foi efetuada no MATLAB/Simulink seguindo as
mesmas configuracdes descritas na Secao 4.5, referente a andlise comparativa do Contro-

lador Ressonante Transformado.

5.6.1 Analise e Discussao dos Resultados

A Figura 23 apresenta a comparagao do erro e(t), do sinal de controle u(t) e do
atraso 7(t) entre o Controlador Repetitivo Transformado e o tradicional. Analisando o
sinal de erro, nota-se que o Controlador Repetitivo tradicional garante a rejeicao da per-

turbagao apenas quando a frequéncia f,(¢) da referéncia encontra-se préximo ao valor

L Conforme esta demonstracido, o Controlador Repetitivo tradicional é um caso particular do Contro-

lador Repetitivo Transformado, quando seu sinal de transformagao §2(¢) é mantido constante.
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Figura 23 — Acima, a frequéncia fundamental instantanea f,(t) do sinal de referéncia r(t).
Abaixo, a comparagao do erro e(t), do atraso 7(t) e do sinal de controle wu(t)
entre o Controlador Repetitivo Transformado e o tradicional.

150
N'120
=

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2

—
o
T
I

e(t) [V]

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2

Controlador Repetitivo
— Controlador Repetitivo Transformado|

nominal 60 Hz ou na sua primeira harmoénica 120 Hz. O Controlador Repetitivo Transfor-
mado por sua vez mantém o erro praticamente nulo apods o tempo de acomodacao de sua

dindmica.
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Figura 24 — Comparagao ampliada dos sinais de controle u(t) na Figura 23.

150
100
= 50

-100

_ 1 1 1 1 1 1 1
158,4 0,41 0,42 0,43 44 0,45 0,46 0,47 0,48

A Figura 23 apresenta também o atraso variante 7(t) gerado pelo observador

proposto para atingir a sincronia com a variacao do periodo da referéncia.

Os sinais de controle u(t) podem ser comparados no final de Figura 23 e na vi-
sualizacao ampliada da Figura 24. Verifica-se que o Controlador Repetitivo tradicional,
quando fora de sincronia, gera uma forma de onda praticamente em fase com o sinal do

Controlador Transformado, porém com uma pequena diferenca de amplitude.

5.7 Exemplo Numérico 2: Motor de Corrente Continua

Considere agora o sistema motor de corrente continua conforme apresentado na
Subsecao 4.6. Supostamente neste exemplo de aplicagao, o eixo do motor esta sujeito a

um torque de distirbio por excentricidade na forma d(t) = J. pa(zo(t)).

Os mesmos sinais de transformacao definidos na Subsecao 4.6 sdo aqui utilizados,
isto é, 0(t) = xo(t), e Q(t) = z1(t). Recordando, esta escolha leva o sinal de distirbio para
dominio-f com um periodo fixo de Ty = 27w rad. Aqui também considera-se a garantia de

desempenho para os limites 2; = 4rad/s e 2y = 16rad/s.

Neste exemplo foi escolhido novamente com uma frequéncia de corte do filtro de
weg. Assim os mesmos pardmetros compensados do exemplo anterior sao aproveitados
aqui: 79 = 1,9873mrad e ky, = 1,008. Dados estes parametros, o atraso de transporte
supremo do Controlador Repetitivo Transformado é 7, = 79/ = 1,5608s. Este foi,

portanto, o tempo de inicio ¢y da observagao do atraso 7(t).

A sintese Hs foi realizada com as mesmas penalidades utilizadas no projeto do
Controlador Ressonante Transformado para esta mesma aplicacao, ou seja, R, = 1 e
Q. = diag{Q,, Q.}, onde Q, = I e Q. = 300. Novamente, foram seguidos os passos des-
critos na Subsecao 5.5.4, onde os problemas de otimizacao com LMIs foram solucionados
pelo LMILAB. Referindo-se ao Teorema 5.1 (Razumikhin), foi encontrado o menor valor

objetivo tr(X) = 3,6147 - 10* para o escalar 3 = 144, conforme apresentado ao topo da
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Figura 25. J& Referindo-se ao Teorema 5.2 (Krasovskii), foram encontradas solugoes facti-
veis para g no maximo até 0,8, porém passando de 0,73 o valor objetivo ja torna-se maior
do que o gerado pelo Teorema 5.1. A taxa de variacdo maxima esperada neste exemplo,
segundo a equagao (5.68), é i = 0,75. Com base na andlise destes dados portanto, o ganho
de realimentacao sintetizado pelo método de Razumikhin mostra-se diretamente a melhor
escolha a se considerar. De fato, esta foi a opgao selecionada para analise comparativa.
A matriz de ganhos K, considerada estd apresentada no Apéndice 1. Além disso, para

implementagao do observador do atraso foi escolhida a taxa de decaimento o = 10.

Figura 25 — Acima, a varredura realizada para encontrar o melhor valor de 3 para sintese
utilizando o Teorema 5.1. Abaixo, a derivada méxima p permitida para 7(t)
e o respectivo valor objetivo da sintese utilizando o Teorema 5.2.

15x 10
—10 ——tentativas
><: e melhor valor
N—
—
+ 5 -
| | | | | | |
‘?00 110 120 130 140 150 160 170 180
4
6% 10
= 7
hrrd ——Teorema 6.2 (Krasovskii)
27| —Teorema 6.1 (Razumikhin) ]
0 | | | | | | |
0 0,1 0,2 0,3 Cl)u4 0,5 0,6 0,7 0,8

A estratégia de controle proposta neste capitulo serd comparada frente a um
Controlador Repetitivo tradicional, sintonizado na frequéncia nominal de rotagao €2, =
10rad/s. Os pardmetros equivalentes deste controlador foram determinados pelas relagdes
(5.73) e (5.74), resultado w,, = 10rad/s e 7,, = 0,6243s.

A simulagao dos controladores foi efetuada no MATLAB/Simulink seguindo as
mesmas caracteristicas consideradas para analise comparativa do Controlador Ressonante
Transformado na Secao 4.6. A diferenca é que aqui serd considerado diretamente o ce-
nario em que py(§) é uma funcdo triangular, visto que os Controladores Repetitivos ja

consideram o tratamento das componentes harmoénicas dos sinais.



Capitulo 5. Controlador Repetitivo Transformado 108

Diferentemente do exemplo numérico anterior, a analise subsequente sera estendida
para contemplar discussoes a respeito da eficacia do método proposto de compensacao do
filtro passa-baixas e da metodologia de observagao do atraso 7(¢). Além disso sera realizada

uma breve comparacgao entre os Controladores Repetitivo e Ressonante Transformados.

5.7.1 Analise e Discussao dos Resultados

Na Figura 26 encontra-se a comparacao da resposta temporal entre os Controlado-
res Repetitivo Transformado e Repetitivo tradicional. Conforme esperado, a estratégia de
controle proposta mantém o erro e(t) muito préximo de zero apés o tempo de acomodagao
do controlador. J4 a metodologia tradicional de Controle Repetitivo s6 garante a rejeicao
da perturbagao para a rotacao especifica de 10rad/s. E interessante notar que o sinal de
controle u(t) do Controlador Repetitivo Transformado também demostra-se menos osci-
latério que o sinal de controle do Repetitivo tradicional, quando este encontra-se fora de

sincronia, conforme ampliado pela Figura 27.

5.7.1.1 Anaélise da Compensacdo do Filtro Passa-Baixas

Até o momento, todos os Controladores Repetitivos comparados apresentavam a
metodologia proposta de compensacao do filtro passa-baixas. Agora deseja-se demostrar

que ocorre um significativa perda desempenho quando nao considera-se esta compensacao.

A Figura 28 compara o erro e(t) entre os Controladores Repetitivo Transformado
e tradicional. Aqui, porém, a compensacao nao ¢ considerada, ou seja, utiliza-se 7y = Ty =
2rrad (em oposi¢ao ao valor anterior de 7y = 1,9873wrad) e ks, = 1 (ao invés de ky, =
1,0008). No caso do Repetitivo tradicional, os valor equivalentes ndo compensados sao
T = To/S2 = 0,6283 s (em oposicao ao valor anterior de 7, = 0,6243s) e ks, = 1. Observe
que o erro residual, mesmo no caso do Repetitivo Transformado, ¢é visivel durante todo
o tempo de execucao. Na sequéncia, a Figura 29 compara de forma ampliada a resposta
em regime permanente do Repetitivo Transformado com e sem a compensacao. Aqui
verifica-se claramente a perda desempenho para rejeigao de frequéncias baixas (préximas a
fundamental) quando nao utiliza-se o método proposto. Mais adiante, a Tabela 6 mostra o
valor RMS do sinal de erro e(t) para todos os tipos de Controladores Repetitivos testados.
O célculo do valores efetivo foi realizado a partir do instante 15s para desconsiderar o
tempo de acomodacao inicial dos controladores. Note que a compensacgao proposta reduz
o RMS do erro de 0,0076rad/s para o valor de 0,0005rad/s, no caso do Controlador

Repetitivo Transformado.
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Figura 26 — Comparagao da saida y(t), do sinal de erro e(t), do atraso 7(t) e do sinal de
controle u(t) entre o Controlador Repetitivo Transformado e o tradicional.
Neste cendrio, a funcao da excentricidade pg(€) é triangular.
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Figura 27 — Comparagao ampliada do sinal de controle u(t) apresentado na Figura 26.

15

| | | | | | | |
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t1s

Figura 28 — Comparagao do sinal de erro e(t) entre os Controladores Repetitivo Trans-
formado e Repetitivo sem compensac¢ao do filtro passa-baixas.
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Figura 29 — Comparagao ampliada do sinal de erro e(t) entre Controladores Repetitivos
Transformados com e sem compensacao do filtro passa-baixas.
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5.7.1.2 Comparacdo com o Controlador Ressonante Transformado

Seguindo analise dos resultados, as Figuras 30 e 31 comparam o desempenho do
Controlador Repetitivo Transformado com o Controlador Ressonante Transformado com
oito modos harmonicos. Visualizando o erro transitério na Figura 30, percebe-se que

o Controlador Ressonante Transformado apresenta um tempo de acomodagdo menor em
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Tabela 6 — Comparagao do valor RMS do sinal de erro e(t) entre diferentes controladores.
A faixa de tempo para o calculo do valor efetivo foi de 15s até 60 s.

Controlador ‘ RMS de e(t) [rad/s] ‘
Repetitivo (ndo compensado) 0,1223
Repetitivo Transformado (ndo compensado) 0,0076
Repetitivo (compensado) 0,1220
Repetitivo Transformado (compensado) 0,0005
Ressonante Transformado (8 modos) 0,0014

Figura 30 — Comparagao do erro transitério entre os Controladores Ressonante (de oito
modos) e Repetitivo Transformados.

0,2 T T T T T
. : Controlador Ressonante Transformado
2 01r : — Controlador Repetitivo Transformado | |
'g i -—-(inicio da observacao do atraso)
~, 0 | —
= !
N~—r 2
< 0,1 ;
_0’ | | | | | | | | |
20 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ts]

relacao ao Controlador Repetitivo Transformado. Em contrapartida, ao visualizar a Figura
31 nota-se que o erro residual em regime permanente do Repetitivo é bem inferior ao erro
residual do Ressonante com oito modos. De fato, conforme a Tabela 6, o valor RMS do
erro em regime do Repetitivo Transformado é quase trés vezes menor do que o Ressonante
Transformado de oito modos. Outra vantagem do Controlador Repetitivo é o sinal de

controle visivelmente menos oscilatério conforme mostra a Figura 31.

5.7.1.3 Anélise do Observador do Atraso

Para comprovar a funcionalidade do observador proposto para o computo do atraso
7(t) estda apresentada a Figura 32. A condicao inicial 7(¢y) e o tempo de inicio t, da
observacao foram configurados iguais ao atraso maximo 7y, = 1,5608s seguindo assim
os requisitos comentados na Secao 5.3.1. A Figura 32 demonstra claramente que o sinal
de erro de observagao e, (t), apds instante de inicio o, tende exponencialmente para zero
como a taxa de decaimento o = 10 escolhida. A trajetéria 7(t) gerada foi mostrada

anteriormente na Figura 26
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Figura 31 — Comparacao do erro e do sinal de controle em regime permanente entre os
Controladores Ressonante (de oito modos) e Repetitivo Transformados.
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Figura 32 — Dindmica do erro de observagao e.(t) do atraso do Controlador Repetitivo
Transformado. A convergéncia assintOtica para zero segue até o final da si-
mulagao realizada.
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5.8 Comentarios Finais

Este capitulo apresentou a topologia proposta de Controle Repetitivo Transfor-
mado baseada na teoria do dominio-6 desenvolvida no Capitulo 3. Uma metodologia
de sintese robusta foi apresentada para o projeto dos parametros do controlador, onde
condigoes de estabilidade baseadas nos Teoremas de Lyapunov-Krasovskii dee Lyapunov-
Razumikhin foram consideradas para tratar o atraso de transporte inserido na malha de

controle do sistema.
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6 Aplicacao para Turbinas Edlicas

Neste capitulo, as estratégias de controle desenvolvidas previamente sao empre-
gadas para a aplicagdo de turbinas edlicas. Visto que estes sistemas apresentam carac-
teristica dinamica altamente nao-linear, multi-variavel e multi-objetivo, foi necesséario o
desenvolvimento de um metodologia de projeto especial para o emprego dos Controladores

Transformados nesta aplicacao.

6.1 Introducao a Aplicacao

Dados recentes evidenciam o aumento da temperatura global (MARCOTT et al.,
2013) e uma forte correlagdo da temperatura dos oceanos com o niveis COy (SHAKUN et
al., 2012) sugerem uma urgéncia na procura de fontes de energia renovéaveis. Neste contexto
as turbinas edlicas tém um significativo papel, com grande capacidade para producao de
energia em todo o mundo (CHU; MAJUMDAR, 2012). Para reduzir o custo por kWh e
melhorar a eficiéncia, existe uma forte tendéncia ao aumento do tamanho das turbinas
edlicas. Por este motivo é imprescindivel o desenvolvimento de materiais e metodologias
de controle para mitigar os esforcos mecéanicos sofridos por estas estruturas, sem com-
prometer a producdo de energia (HAYMAN; WEDEL-HEINEN; BRONDSTED, 2008;
BOSSANYTI, 2003). Uma observacao crucial é que uma porcao significativa das cargas
mecanicas presentes nas turbinas edlicas originam-se de distor¢oes no perfil da velocidade
do vento incidente nas pas, devido aos efeitos de cisalhamento do solo (shear), sombra da
torre (tower shadow) e atenuagao por turbinas préoximas (wake) (BIANCHI; BATTISTA;
MANTYZ, 2006). Além disso, como as turbinas edlicas sdo maquinas rotativas, estas cargas
tornam-se periodicas, levando consequentemente ao desgaste da estrutura por tensoes de
fadiga. Dadas estas observagoes, as metodologias de Controladores Transformados desen-

volvidas encaixam-se fortemente para esta aplicacao.

6.2 Modelagem do Sistema

Esta secao apresenta a modelagem dindmica de uma turbina eélica. Primeiramente
sera apresentado um modelo nao-linear para o sistema. Entdo serdao abordados os pontos
de equilibrio ideais do sistema, de forma a obter a producao 6tima de poténcia. Em seguida
serd organizado um modelo linearizado (visando o projeto de controle) para descrever a

dindmica do sistema no entorno destes pontos de equilibrio.

Sera considerado aqui uma turbina edlica de eixo de rotacao horizontal e com trés

pas aerodinamicas. O modelo do sistema utilizado apresenta dois graus de liberdade: a
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rotacdo da turbina e o modo de deflexdo frontal da torre. Serdo considerados os efeitos
dindmicos mecénicos e aerodindmicos, seguindo a abordagem adotada por (BIANCHI;
BATTISTA; MANTZ, 2006; OSTERGAARD; STOUSTRUP; BRATH, 2009). O leitor
pode utilizar as Tabelas 7, 8 e 9 como guia para a simbologia adotada para representar
o sistema. A Tabela 9 apresenta os pardmetros numéricos do modelo com base em uma
turbina edlica de larga escala de poténcia nominal de 2,5 MW. Além disso, o esquematico

da Figura 33 representa os principais sinais do modelo da turbina edlica.

Tabela 7 — Lista de sinais importantes do modelo no espaco de estados. Segue que ¢ €

{1,2,3}.
Simbolo | Significado Unidade
Z posicao angular da turbina rad
T rotagdo da turbina rad/s
T9 deflexdo frontal da torre m
T3 taxa de deflexao frontal da torre m/s
U; comando do angulo de inclinagao da i-ésima pa | ° (graus)
Uy comando do torque contrario do gerador Nm
Yi carga mecanica medida na i-ésima pa N
d; velocidade do vento na i-ésima pé m/s
o velocidade do vento média m/s

Tabela 8 — Lista de variaveis auxilares. Segue que 7 € {1,2,3}.

’ Simbolo \ Significado \ Unidade ‘

Fa, empuxo aerodinamico frontal na i-ésima pa N
My momento aerodinamico 1til na i-ésima pa Nm

Py, poténcia aerodindmica capturada pela i-ésima pa W

9, razao entre velocidade do vento tan_gen\cial/dﬁe .

ponta e a velocidade do vento relativa a i-ésima pa

Cr coeficiente de empuxo aerodindmico —

Cu coeficiente de momento aerodinamico -

Cp coeficiente de poténcia aerodinamica —

Tabela 9 — Parametros de um turbina edlica tipica de trés pas e poténcia nominal de
2,5 MW (SELVAM et al., 2009).

’ Simbolo \ Significado \ Valor \ Unidade ‘
R, raio da turbina 40 m
Da densidade do ar 1,25 kg/m?
my massa da estrutura 1,5657 - 10° | kg
dy fator de amortecimento da torre | 2,8 - 10? Ns/m
5¢ fator elastico da torre 1,235-10° | N/m
Jr momento de inércia do rotor 1,1255-10° | kgm?
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Figura 33 — Diagrama esquemaético dos principais sinais do modelo da turbina edlica.
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6.2.1 Modelo N3o-Linear do Sistema
Suponha que z € R? é o vetor de estados do sistema, u € R* e o vetor de entradas

de controle e d € R3 é o vetor de entradas de disttirbio. A Tabela 7 apresenta o significado

fisico de cada sinal presente nestes vetores. Dadas estas defini¢goes pode-se escrever a
1

dindmica nao-linear do sistema no espaco de estados conforme:
(6.1)

onde a funcao vetor f(z,u,d) é definida como (BIANCHI; BATTISTA; MANTZ, 2006;

SELVAM et al., 2009),

1 /3

- (Z MA,i(xa U, d) - U4>

Jr \i=1

f(z,u,d) = x3 ) (6.2)
1 3
— (Z FA,z’(%Uyd) — 8¢ Ty — dy xs)
my \i=1

As fungoes auxilares Fyu;(x,u,d), Ma;(x,u,d) (conforme a descrigao da Tabela 8) sao

expressas segundo
Adicionalmente segue a dindmica da posigdo angular da turbina é zo(t) = x1(t). Esta equagao serd

1
tratada a parte da representagdo dindmica principal do sistema.
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1
Myi(z,u,d) = §pa7TRt3 (di — 23)* Cor (9, wi) (6.3)

1
Fai(z,u,d) = §pa7TRt2 (di — 23)* Cr (V;, wi) (6.4)

RtlEl
9; = L
di — 3

(6.5)
O perfil das fungoes de eficiéncia aerodinamica Cyy (¥;, u;) e Cr (9;, u;) estdo demons-
trados nas Figuras 34 e 35. Estes coeficientes foram estimados através das equacoes da
Teoria do Elemento da P& (Blade Element Theory) (BIANCHI; BATTISTA; MANTZ,

2006).

Figura 34 — Coeficiente Cr(¥;,u;) de empuxo aerodindmico (BIANCHI; BATTISTA,;
MANTZ, 2006).
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Vale destacar que M ;(x, u,d) representa o momento aerodindmico util produzido
na i-ésima pa, ou seja, que contribui para a produgdo de poténcia. Por outro lado a
forca aerodindmica Fy4,(x,u,d) atua na diregdo normal ao plano de rotacdo da turbina
e portanto introduz tensoes indesejadas na estrutura. O objetivo de controle, além de
assegurar a produgao de poténcia, serd minimizar os oscilagoes Fu ;(z,u,d) em cada pa
para aliviar a fadiga no sistema. Para isso, serd assumido que as pas da turbina edlica
estdo equipadas com sensores capazes de medir estas forgas tensoras (SELVAM et al.,

2009). Desta forma, define-se a saida do sistema y € R® como

y(t) = h(z(t), u(t), d(t)) , (6.6)
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Figura 35 — Coeficiente Cj/(¥;,u;) de momento aerodinamico ttil (BIANCHI; BAT-
TISTA; MANTZ, 2006).

onde a fungdo vetor h(z,u,d) € R? é

Fyi(x,u,d)
h(z,u,d) = |Fas(x,u,d)| - (6.7)
Fys(x,u,d)

6.2.2 Pontos de Equilibrio Otimos

Um quesito fundamental para o projeto de controle de turbinas edlicas é a ex-
tracao ideal da poténcia disponivel pelo vento. Uma pratica comum na literatura para
manipular a eficiéncia do sistema é considerar um ponto de equilibrio variavel, depen-
dente da velocidade média do vento 0(¢) incidente no plano da turbina (OSTERGAARD;
STOUSTRUP; BRATH, 2009). Na pratica é possivel detectar este sinal em tempo real
por meio de sensores LIDAR (Light Detection and Ranging) (SIMLEY et al., 2014), e com
base nesta informacao pode-se alterar o sistema de controle para deslocar o equilibrio do

sistema.

Os regimes de operagao tipicos de uma turbina edlica estdo organizados na Tabela
10. Note que quando §(t) estd abaixo de um valor minimo ,,;, deve-se travar a turbina,
pois poténcia produzida neste caso seria muito baixa para viabilizar o funcionamento
do sistema. Por outro lado, quando 0(t) é superior a um valor maximo d,,q,, também

deve-se travar a turbina, neste caso para evitar danos aos sistema. Quando a velocidade
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do vento ¢é dita abaixo da velocidade nominal (9,,;, < d(t) < 6,) o objetivo é obter
a maxima transferéncia de poténcia. J& quando velocidade do vento ¢é dita acima da
velocidade nominal (8, < 0(t) < dpnes) deve-se limitar a producdo de poténcia para o
valor maximo/nominal que a turbina comporta, para evitar assim demasiadas cargas

mecanicas no sistema.

Tabela 10 — Regimes de operacao de uma turbina edlica em funcao da velocidade média

do vento.
Velocidade média do vento | Regime de operagao
3(t) < Smin Turbina travada
Omin < 0(t) < 0p Maéxima transferéncia de poténcia
On < 0(t) < Omaz Producao constante de poténcia
d(t) > dmax Turbina travada

Na sequéncia sao demonstradas as funcoes de equilibrio para as varidveis do sis-

tema: (d), u(d), d(d) visando assegurar a forma de atuacio descrita na Tabela 10.

Para a analise do equilibrio do sistema deve-se considerar

£((6),1(8),d(5)) = 0. (6.8)

Também, deve-se desconsiderar modos persistentes dos sinais de disturbio, considerando
assim que d(§) = d, ou seja, o ponto de equilibrio da velocidade do vento de cada p4 igual

a propria velocidade média 4.

Note que com base apenas na equagao (6.8) existem multiplas solugoes possiveis
Z(0) e u(d). Contudo, a solugdo de interesse é a que satisfaz a producao de poténcia
apresentada na Tabela 10. Para isso, deve-se incluir uma restri¢ao relacionada a potén-
cia de equilibrio sistema. Sabe-se que a poténcia aerodinamica produzida em cada pa é
Pyi(x,u,d) = M;(z,u,d)z; (0o momento na pa multiplicado pela rotagdo da turbina),

equagao que ¢ comumente escrita na forma
1
Pyi(x,u,d) = §p7rRt2 (d; — x3)* Cp(;,u;) (6.9)

onde Cp(N\;,u;) = ¥; Cay(V,u;) é o coeficiente de poténcia aerodindmica relativo a i-
ésima pa. Este coeficiente representa a razao entre a poténcia disponivel no vento (dentro
do plano da turbina) e a poténcia capturada pela pa. A Figura 36 mostra o perfil desta
fungao utilizando Chpy(19;,u;) apresentado anteriormente na Figura 34. Observe o ponto
6timo C'p* = 0.1613 onde ocorre a maxima captura de poténcia de cada p4, neste exemplo,
para u; = —0,6061° e ; = 9,5960. A poténcia total da turbina é dada pelo somatério das
poténcias capturadas pelas pas: Py = Pa1 + Pao + Pas. A eficiéncia méxima total desta

turbina edlica é portanto 3 Cp* = 0,4839.
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Figura 36 — Coeficiente Cp(¥;, u;) de poténcia aerodindmica extraida na i-ésima pé.
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Por meio da expressao (6.9) pode-se determinar a poténcia total P4(d) produzida

no equilibrio do sistema:

P4(0)

3 _
1 Ry T(6

> —prR* 6 Cp (tm) : ui(5)> (6.10)

=2 o

Para garantir a simetria do sistema é adequado utilizar @, () = ua(d) = u3(d), ou seja,

mesmo angulo de inclinagio de equilibrio para todas pas. Assim P 4(d) é simplificado para

?A<5> = 2p7TRt2 5 Cp <Rtl‘61(5) , Uz(6)> (611)

para qualquer i € {1, 2, 3}.

Assim, resta apenas determinar a curva de poténcia ideal P 4(d) a ser imposta para

possibilitar entao a solugao de Z(d) e w(9).

Com base na Tabela 10, quando 0,,;, < ¢ < §,, deve-se obter a maxima extracao
de poténcia, o que é equivalente a forcar Cp(d;,u;) = Cp*. J&4 quando 6, < § < ez
deve-se limitar a poténcia produzida para a produgao nominal, isto é: P4(8) = Pa(d,).

A curva resultante desejada pode ser expressa conforme

%pﬂRﬂ 3 Op* s€ Opmin < 0 < 0y

%,OWRtQ 5n3 CP (W ) U/l<5n)> s€ 6n S ) S (smax

n

PA(6) = (6.12)
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Neste exemplo serd considerado 6, = 5m/s, 0, = 12m/s € dper = 15m/s. O valor da
poténcia nominal assim é P4(d,) = 2,631 MW. A curva de poténcia de equilibrio pode ser
visualizada no canto inferior direito da Figura 37. Para garantir uma transi¢ao suave entre
os regimes de operacio, a curva P4(d) foi suavizada entre 11m/s e 13 m/s pela insercio
de um polinémio de terceira ordem (permitindo assim igualar o valor e a derivada nas

conexdes).

Combinando a curva de poténcia P4(d) desejada com as equagoes (6.11) e (6.8),
pode-se resolver numericamente as fungdes de equilibrio Z(4), u(d) e 7(J). Estas funcoes

de equilibrio restantes estao organizadas também na Figura 37.

Figura 37 — Pontos de equilibrio do sistema em func¢do da velocidade média do vento 9.
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E interessante ressaltar a fungdo de equilibrio da rotagdo da turbina Z;(4). Ob-
serve que no regime de maxima transferéncia de poténcia a turbina opera com rotacao
variavel. Neste caso, os sinais de disttirbio d;(t) devem apresentar um periodo variante
no tempo, semelhante ao caso do motor desbalanceado operando com velocidade angular
variante. Esta caracteristica viabiliza a aplicagao da metodologia de controle proposta

neste trabalho.

6.2.3 Modelo no Entorno dos Pontos de Equilibrio

O foco agora é a obtencao de um modelo numericamente tratavel do ponto de
vista de projeto de controle. Para isto sera empregada a metodologia de linearizacao
Jacobiana, que por fim ird resultar um modelo linear de pardmetros variantes no tempo.
Esta caracteristica estd associada ao ponto de equilibro §(t), visto que este é variante no

tempo.
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Primeiramente sao definidas as variagoes dos sinais do sistema no entorno do ponto

de equilibrio:

Ad(t) = d(t) — (1)
Az(t) x(t) — T(8(1))
Au(t) u(t) —u(8(t)) (6.13)
Ay(t) = y(t)—7(3(t))

Desenvolvendo a derivada temporal Az(t) produz
Ai(t) = () — 8225)5(15) . (6.14)

Realizando a expansao em Série de Taylor no termo @(t) resulta:

0T(0) .
Y o(t) (6.15)

Ai(t) = A(5(t)) Ax(t) + B(3()) Au(t) + Ba(0(t)) Ad(t) + O(2) —
De forma similar, desenvolvendo a expansao Série de Taylor y(t) produz
Ay(t) = C(5(t)) Ax(t) + D(6(t)) Aut) + Da(5(t)) Ad(t) + O(2) (6.16)

As matrizes A(5) € R33, B(5) € R¥4, By(6) € R¥3, C(8) € R¥3, D(§) € R¥™4,

D,(0) € R¥*® representam os seguintes Jacobianos:

T leq(s) U eq(s) eq(5)
(6.17)
C(5) = Gh(yg,u,d) D) = 8h(a;, u,d) D) = 8h(agdu,d) ’
T eq(a) U eq(s) eq(5)

onde |eq(d) denota a avaliagdo da fungao resultante no ponto de equilibrio do sistema dado
§, isto é: a substitui¢do de x por Z(6), de u por u(5) e de d por d(5). O simbolo “O(n)”
em (6.14) e (6.15) denota os termos de ordem maior ou igual a n da Série de Taylor, isto
é, os termos em funcio de Ax™(t), Ax™T(t), Az"T2(t), ..., Au™(t), Au"TL(t), Aumr3(t),
cooy AdM(E), AdTTH(E), AdTTA(R), ..

Para obter um modelo linearizado, serdo assumidas pequenas variagoes Az (t),
Au(t), Ad(t) das varidveis do sistema em relagdo ao equilibrio, deste modo pode-se con-
siderar que O(2) ~ 0. Também serd considerado que a velocidade média do vento varia
lentamente (4(t) ~ 0) produzindo a lenta variacio do ponto de equilibrio do sistema.
Assim o dltimo termo em (6.14) também sera descartado. O modelo considerado para o

projeto de controle portanto assume a forma:

{ Ai(t) = A(5(1)) A + B(5(t)) Au+ Ba(5(1)) Ad (6.18)

Ay(t) = C(5(t)) Az + D(6(t)) Au+ Da(5(t)) Ad
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Desenvolvendo as derivadas parciais em (6.17) pode-se escrever as matrizes do modelo

[3 k() 3 gm(9)
7 0 7 kr(6) 0 —gr(d)
A@G) = 0 0 1 , C(6) = |kp(6) 0 —gr(d)| ,
3ke(8) st di+3gr(d) krp(5) 0 —gr(d)
ha(0)  har(6)  ha(6) 1
J, J, g he(®) 0 ool
B(§) = 0 0 0 0|, D@ = hp(d) 0 0O,
he()  he(0)  he() 0  hp(d) O
[am(0)  gm(9)  gm(9)
7. T J. 9F(5) 0 0
By(8) = 0 0 0o |, Dy(0) = gr(6) 0
gr(6) gr(9) gr(d) 0 gr(9)

(6.19)
As fungoes escalares gy (0), har(0), kar(9), gr(9), hr(0), kr(d) sdo definidas pelas seguintes

derivadas parciais:

() = 5 Mg (3(0), 70, A0)) . gr(0) = o Faal(3(0), 5(9) 7))
0 _ _ - 0 _ _ =

har(8) 1= 5 Ai(T(0), 1(8), d6)) ,  hr(d) = 7 i (T(0), (), d(3))
0 _ _ - 0 _ _ =

para qualquer i € {1, 2, 3}.

As funcoes Fyu,(z,u,d) e Ma;(z,u,d) dependem dos coeficientes de eficiéncia
Cr(V;,u;) e Cy(04,u;), estes que ndo apresentam um descrigdo analitica, o que im-
pede consequentemente de resolver as derivadas (6.20) analiticamente (OSTERGAARD;
STOUSTRUP; BRATH, 2009). Ao invés disso, é 1til a resolugdo numérica destas fungoes
realizando uma varredura na faixa de trabalho de §, de posse das trajetérias de equilibrio
do sistema. Este procedimento foi realizado aplicando os parametros do sistema e as cur-
vas de equilibrio resolvidas anteriormente. O perfil resultante das fungoes gas(9) - - - kp(0)

estd demonstrado na Figura 38.
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Figura 38 — Parametros variantes em fungao de 6 no modelo linearizado do sistema.
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6.3 Projeto dos Controladores Transformados

Os objetivos do sistema controle da turbina edlica sao:

e Manter as variaveis do sistemas préximas aos pontos de equilibrio mostrados na

Figura 37 para garantir geracao ideal de poténcia.

e Minimizar a influéncia das variagoes da velocidade do vento Ad(t) na variagao de
carga mecanica Ay(t) das pas da turbina, aliviando assim o dano estrutural no

sistema por fadiga.

Para controlar o sistema sujeito a um ponto de equilibrio variavel é proposto o
uso da arquitetura de controle descrita no diagrama de blocos da Figura 39. Supoe-se
que a velocidade do vento média §(t), os estados do sistema z(t) e a saida y(t) estdo
disponiveis em tempo-real. Assim pode-se determinar Axz(t) e Ay(t) pelo deslocamento
destas variaveis em rela¢ao ao ponto de equilibrio em fungao de §(¢). O controlador por
sua vez ¢é responsavel por determinar Au(t) em fungao de Ax(t) e Ay(t). O sinal absoluto
u(t) é, por fim, gerado pela soma de Au(t) com o valores de equilibrio das entradas de

controle.

Para considerar a atenuagao do distirbio serdo empregados os Controladores Res-
sonante e Repetitivo Transformados baseados no PMI, onde a caracteristica periédica
de Ad(t) é explorada para este fim. Uma breve andlise da caracteristica destes sinais de

disturbios ¢é apresentada na sequéncia para justificar a aplicabilidade do controladores
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Figura 39 — Diagrama de blocos do sistema de controle da turbina edlica.
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propostos para este sistema. O sinal de transformacao 6(t) e sua derivada Q(t) serdo

definidos com base nesta andlise.

6.3.1 Analise do Sinal de Disttrbio e Definicao dos Sinais de Transformacao

Deixe V(1)y, 1y, t) representar o campo de vento (em coordenadas polares) no plano
da turbina instante t. Aqui r; representa a posicao radial em relacdo ao centro de rotacao
da turbina e 9, a posigdo angular. Idealmente seria desejavel V(iy,1,t) uniforme em
todo disco de trabalho da turbina edlica, contudo existem um série de efeitos que causam
a distorcao deste campo, fazendo que a velocidade do vento mude significativamente
conforme a posicao. O efeito de cisalhamento do solo, por exemplo, causa a atenuacao da
velocidade do vento em altitudes inferiores. Outro efeito notavel é a sombra da torre, que
consiste em atenuacoes na regiao proxima a estrutura de suporte da turbina edlica. Pode
existir ainda distor¢oes do tipo wake, que significam as distor¢oes produzidas pelo rastro
turbinas eélicas vizinhas. Além de todos estes efeitos, também existe a turbuléncia do
vento, que consistem um comportamento cadtico do fluxo do vento incidente na turbina.
Na Segao 6.5 (Resultados) serdo demonstradas as equagoes para simulagdo deste campo

de vento, visto que estes modelos nao serao empregados no projeto do controle do sistema.

De posse do campo V(i 1,t) é possivel obter os sinais d;(t) que representam
o vento incidente em cada pa da turbina. Uma simplificagdo recorrente na literatura é
considerar r; como raio efetivo das pas de 3/4 do raio da turbina R, (DOLAN; LEHN,
2006). Assim, segue que d;(t) para i € {1,2,3} é descrito por

di(t) = V(zo(t) + i, §Ry, 1) (6.21)



Capitulo 6. Aplica¢io para Turbinas Edlicas 125

aqui o vetor = € R? denota o espacamento angular de cada pa da turbina, isto ¢,

[1]

7| rad . (6.22)

Lk wWiN

Observe que o sinais de disturbio sdo dependentes da posicao angular de cada
pa, o que leva a producao de componentes periddicas nestes sinais visto que a turbina é
uma maquina rotativa. Mais ainda, estas componentes periddicas apresentam um periodo
variante no tempo durante o regime abaixo da velocidade média nominal, onde o ponto
de equilibrio da rotacao é variavel. Baseando-se nesta observacao, a metodologia proposta
de Controladores Ressonante e Repetitivo Transformado encaixa-se adequadamente para

esta aplicagao.

O primeiro passo para iniciar a definicio dos controladores é a identificacao dos
sinais de transformacao () e €(t). Considerando lentas altera¢oes no campo de vento
V(i) &= V(1) e também a lenta mudanga do ponto de equilibrio do sistema,
pode-se escrever que

Adi(t) = pa(zo(t) + Z;) | (6.23)

onde pg(€) é uma funcao® com perfodo 2m. Assim é percebe-se que é suficiente a escolha,

do sinais de transformacao
O(t) = xo(t) , Qt) =z41(t) , (6.24)

onde aqui sera utilizado o = 1. Estes sinais de tranposicao representam o disturbio o
dominio-# conforme

Ady(0) ~ pa(0 + Zi) (6.25)

onde periodo dos sinais neste dominio é a constante Ty = 2w rad. Note que é possivel
definir o sinal de transformagao 6(t) como a posi¢do angular de qualquer pa, visto que

nao altera periodo do sinais no dominio-6.

6.3.2 Definicao dos sinais de erro do sistema

O sinal de erro principal do sistema e(t) € R3 é expresso como
e(t) = —Ay(t) (6.26)

representando a variacao da carga mecanica entorno do ponto de equilibrio, para cada
pa da turbina. Nesta formulacao apresentada, os sinais de referéncia para as saidas sao
iguais a zero, pois Ay(t) = 0 representa que y(t) = 7(4(t)), ou seja, o valor de equilibrio

desejado da saida.

2 Note que pg(€) ndo precisa necessariamente ser conhecida para o projeto do controle, apenas deve-se

ter o conhecimento de seu periodo T5,.
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Para utilizar o controladores propostos nesta aplicagao, portanto, é necessario ade-
quar as defini¢gdes originais para comportar o espago euclidiano deste sinal de erro. O pro-
cedimento a ser adotado consiste em replicar a dinamica do controlador para cada sinal
de erro. Portanto a arquitetura de controle adotada deve ser capaz de atenuar individual-
mente a cargas mecanicas das pas, explorando a possibilidade de gerar sinais de inclinacao
das pés uq(t), us(t) e ug(t) diferentes a cada instante. Este paradigma de implementagcao é

conhecido na literatura como Individual Pitch Control (Controle Individual de Inclinagao
das Pas) (ZHANG; CHEN; CHENG, 2013).

Para considerar a regulacdo da rotacao da turbina edlica x;(t) para o valor de

equilibrio, sera utilizado um sinal de erro auxiliar e, (t) definido como
e.(t)=—-C,Ax(t), C,=[1 0 0]. (6.27)

Enquanto que o erro principal e(t) serd tratado por meio dos Controladores Ressonante
e Repetitivo Transformados, este erro auxilar e, (t) serd tratado por um integrador, obje-

tivando apenas a rejeicdo do nivel DC em regime permanente.

6.3.3 Abordagem 1: Controlador Ressonante Transformado

Com base na defini¢ao original do Controlador Ressonante Transformado apresen-
tada no Capitulo 4 sera desenvolvida a adaptacao para o caso de multiplas entrada de erro.
Considere agora x, € R% o vetor de estados do Controlador Ressonante Transformado,

onde a dinamica é expressa por
ip(t) = Q) (Arg 2, (t) + Brge(t)) (6.28)

e as matrizes A,y € R®*® B,., € R®*3 neste caso, sdo a combinacao diagonal dos blocos
0 —1 0 -1 0 -1
AT9 = dlag ) ) ’
1 0 1 0 1 0
1 1 1
B,, = dia , , .

Aqui esta implicito o uso dos parametros w,g = 1 e k. = 1, dado que o periodo Ty foi

originais, isto é:

(6.29)

previamente fixado no valor de 2w rad. Na forma de multiplos modos harmonicos, este

controlador é expresso conforme

in(t) = Qt)(Apo Tr(t) + Broe(t)) (6.30)
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onde zr € R%* n, representa o nimero de modos harmdnicos e as matrizes Apy €

RO X6 o Bp, € RO >3 530 definidas por:

Br@
Br@

Agg = diag{Avg , 24,9, ..., nArg} , Bro=| : (6.31)

Br@

Para incluir a rejeigao assintética de componentes DC dos sinais e(t), serdo acres-
centados estados integradores. Para o erro auxilar e,(t), também sera acrescentado um
integrador adicional conforme mencionado anteriormente. A dinamica dos estados inte-
gradores ¢ portanto

i) = [ez(%)} , (6.32)

onde z; € R* representa os estados integradores. Segue que e, (t) é definido precisamente
por:
e, (t)=—-CpAx(t), C,=[1 0 0]. (6.33)

Realizada a definicdo das porgoes ressonante e integradora, pode-se escrever a represen-

tagao total do controlador, utilizando um vetor estado do controlador:
t
vty = | 01 (6.34)
zr(t)

onde z. € R tal que (n. = 4 4+ 6n;). A dindmica deste controlador pode ser expressa

CcOomo

Fo(t) = Ac Q) Telt) + Bt ea(t) + (Bez + Bes Q(t)) e(t) (6.35)

tal que as matrizes constantes A, € R"*" B, € R"*! B, € R"%*3 ¢ B € R™*3 sdo

0 Oixs Oixen, 1 O1x3 O1x3
Ac=|* 03x3 O3xpn,|> Beaa =1 03x1 |, Bo=1] I3 |, Bez= |03x3|. (6.36)
x K ARy O6n), x1 O6n), x3 Bry

Na sequéncia, serd demostrada conveniente notagao adotada onde o termo () é expresso

em evidéncia.

6.3.3.1 Modelo Aumentado da Planta com Controlador Ressonante Transformado

O objetivo agora é realizar a combinacao da dinamica do controlador proposto com
o modelo do sistema entorno dos pontos de equilibrio, produzindo um modelo aumentado
do sistema. Por fim sera incluida a lei de controle de realimentacao de estados para

obtencao da dinamica completa do sistema em malhada fechada.
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Tabela 11 — Mapa dos estados do Controlador Ressonante Transformado proposto para
turbinas edlicas.

Estados do controlador Tipo Modo harmoénico | Erro dedicado

Teq Integrador — €y

Teo Integrador — el

Tes Integrador — €

Tea Integrador — €3

Tes 5 Teg Ressonante 1° e1

Ter 5 Teg Ressonante 1° €9

Teg 5 Telo Ressonante 1° es
Tetl 5 Telo Ressonante 2° e1
Te13 5 Teld Ressonante 2° e
Te1s 5 Telp Ressonante 20 e3
Te(ne—5) 5 Le(ne—a) Ressonante np-ésimo el
Te(n—3) 5 Te(ne—2) Ressonante np-ésimo €9
Te(ne—1) 5 Te(ne) Ressonante np-ésimo €3

Para formular a representacdo aumentada serao assumidas pequenas variacoes
Az (t) da rotagdo da turbina entorno do valor de equilibrio 7, (d(¢)). Assim, para o projeto
de controle, o sinal de transformacao (t) = x1(¢) serd aproximado como um sinal ex6geno

em um funcao da velocidade média do vento §(t), ou seja:

Q(t) ~ Q(8(t)) (6.37)
onde Q(§) ¢ igual a funcio de equilibrio 7;(d) da rotacao do turbina, isto é
Q) =7,(0) (6.38)
Dadas estas ressalvas, pode-se escrever a dinamica do controlador como
£o(t) = A Q(5(1)) o(t) + Ba ealt) + <Bcg + By Q (5@))) e(t) (6.39)

originando assim um modelo de pardmetros variantes em fungao de §(t), tal como o modelo
da planta em (6.18).

Substituindo e, (t) por —C, Ax(t), e(t) por —Ay(t), e finalmente aplicando o mo-

delo da saida gera

Fo(t) = AcQ(0(t)) welt) — Boy Cy A(t)—
B C(3(t)) Ax(t) — B D(3(t)) Au(t) — Bep Da(6(t)) Ad(t)—

By C(6(t)) Ax(t) — Bis D(5(t)) Au(t) — Bes Da(5(1)) Ad(t) .

Ax (6.40)
Ax

Para evitar expressar a dinamica do controlador em funcao da multiplicacdo de fungoes
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de ¢, foram definidas novas matrizes

fep (0 —gp(8
C(8) =Q(6) C(6) = /E;F(a) 0 —gr(0)| ,
kr (o —3Jr (0
he(6) 0 0
D@ =Q@)D@E) =] 0 hp(d) 0 0], (6.41)
0 hp(d) 0

A

Dq(6) = Q) Da(d) | 0 gp(6) 0

0 gr(d)
Assim identifica-se explicitamente os novos parametros escalares variantes do sistema em
funcao de o:
r(6) = Q8) gr(8) ,  he(8) = Q8) hie(8) ,  ke(8) = Q3) kr(S) , (6.42)

originados pela combinacao do modelo da saida da planta com o modelo do controlador. O
perfil numérico destas fungoes estao mostrados na Figura 40. Esta formulacao é essencial
para o método de andlise de estabilidade do modelo que sera adotado na sequéncia do
trabalho.

Realizada a descrigao de @.(t) em funcao de Ax(t), Au(t) e Ad(t) e identificados
os parametros em funcio de §, pode-se iniciar a combinac¢ao dos modelos da planta e
controlador. Deixe x, € R™ onde n, = n.+ 3 = 7 4 6ny, representar o vetor de estados

aumentado conforme

Ax(t
ra(t) = |22 (6.43)
z.(t)
A dinamica do vetor de estados aumentado pode se descrita como
Fa(t) = Aa(6(1))a(t) + Ba(0(£)) Au(t) + Ba, (5(t)) Ad(t) (6.44)

onde as matrizes aumentadas A,(d) € R™*"e B, (§) € R™** ¢ By, (§)(§) € R™** sdo:

) A(5) 0
‘ _BCIC:B - BC2C(5) - Bc3é(5) AC ﬁ((;) 7
Ba(8) = B@) — 1 (6.45)
—B»D(6) — B D(9) |
By(0) _
da(0) ~B.2Da(8) — BisDa(0))|




Capitulo 6. Aplica¢io para Turbinas Edlicas 130

Considera-se a seguinte lei de controle de realimentacgao de estados para o sistema:

Au(t) = K Ax(t) + K. xo(t) = Kuz,(t) . K,=|K K] . (6.46)

onde K € R*3 sdo os ganhos de realimentacdo da planta, K € R*" sio os ganhos
de realimentacdo do controlador e K, € R**" o ganho de realimentacdo aumentado do

sistema. Inserindo (6.46) no modelo (6.44) resulta:

talt) = <Aa (5(t)) + B, (5(t))Ka> 2a(t) + Baa(5(6)) Ad(t) . (6.47)

Figura 40 — Novos parametros variantes em fungao de ¢ resultantes da combinacao do
modelo da controlador com o modelo da planta.

4

3 - 4x10
—~
e
S
-~
1 i
5 7 9 1 13
x 10* Olm/s]
— 0
=2
o
= = -5
S =
510 :
5 7 9 11 13
d[m/s]

6.3.4 Abordagem 2: Controlador Repetitivo Transformado

Esta secao desenvolve o mesmo procedimento anterior, porém utilizando o Contro-
lador Repetitivo Transformado. De forma semelhante, sera apresentado primeiramente a
adaptagao da defini¢ao original do controlador no Capitulo 5 para comportar o espago do

erro. Em seguida sera desenvolvido o modelo aumentado da planta com este controlador.

Deixe agora x,, € R? representar o vetor de estados do Controlador Repetitivo
Transformado, onde sua a dindmica é expressa como

{ Trp(t) = —Qt) wep L3 Trp(t) + QUE) kpyweg I3 U(t - T(t)> (6.48)

n(t) = xnp(t) +et)
onde 1 € R? neste caso. Em relacdo a defini¢do original, foram adicionadas apenas ma-
trizes identidade para manter a consisténcia dimensional do controlador. Vale ressaltar
que 7(t) deve ser resolvido pelo mesmo observador proposto no Capitulo 5. As mesmas

compensacoes dos parametros 7y e k ropostas também sao aplicaveis neste caso.
fe

Visto que o Controlador Repetitivo Transformado ja contém um polo na origem

do plano complexo, ndo ha a necessidade de adicionar integradores para e(t), tal como
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realizado para o Controlador Ressonante Transformado. Contudo é necessario incluir um
integrador adicional que considere a rejeicao de componente DC em regime permanente de

e.(t) = —Axy(t). Este estado integrador adicional z; € R apresenta portanto a dindmica:

#1(t) = ex(t) (6.49)

Novamente, a dindmica do controlador serd combinada em um tnico vetor de

Tolt) = {x’(t)] (6.50)

Trp(t)

sendo x, € R*. A dindmica deste vetor de estados pode ser expressa como

estados conforme

{ Fo(t) = AcQt)ae(t) + Ba ea(t) + B2 Q1) n(t — 7(1)) (6.51)

n(t) = Cyae(t) +e(t)

onde as matrizes constantes A. € R** B, € R B, € RY? e ), € R*** sdo:
0 01x3 1 01x3

- ’ Bcl = ) B02 = .
*  —Weg I3 03x1 kpowep I3

Tabela 12 — Mapa dos estados do Controlador Repetitivo Transformado para turbinas

A= , Oy = [03x1 ]3] - (6.52)

eblicas.
Estados do controlador | Tipo Erro dedicado
Teq Integrador €y
Teo Repetitivo e1
T3 Repetitivo €y
Tey Repetitivo €3

6.3.4.1 Modelo Aumentado da Planta com o Controlador Repetitivo Transformado

O primeiro passo para elaborar o modelo aumentado do sistema é aproximar o
pardmetro variante Q(t) = x1(t) por seu valor no equilibrio do sistema Q(5(t)) = Z1(5(t)),
supondo pequenos desvios Az;(t) da rotagdo da turbina entorno do equilibrio 7 (4(¢)).
Assim a dinamica do controlador pode ser representada por:

{ Feo(t) = AcQ(0(t)) welt) + Bor ex(t) + B Q(3(8)) m(t — 7(1)) (6.53)

n(t) = Cha(t) +elt)
Aplicando o modelo da saida na expressao de e(t) resulta:
Fe(t) = AcQ(5(t)) welt) + B Cy Q((1)) we(t — 7(1))
B Co Ax(t) — B C(6(1)) Ax(t — 7(t)) - (6.54)
B D(5(t)) Au(t = 7(t)) = Be Da(8(1)) Ad(t — 7(1))
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onde C(8), D(8) e Dy(8) denotam as mesmas matrizes definidas em (6.41). Aqui foi
considerado também que Ad(t) = Ad(t — 7(t)).

Declarando o vetor de estados aumentado x, € R™ conforme a mesma defini¢ao
em (6.43), porém aqui com n, = 7, e também o vetor aumentado de entradas de distiirbio

Ad, € R® conforme

| ade)
Ady(t) = Ad(t - T<t))] (6.55)
permite escrever o modelo aumentado do sistema como
ialt) = AL0(0)wa(t) + An(6®)za(t- (1) + (6.56)

B,(5(t)) Au(t) + Bro(6(t)) Au(t —7(t)) + Bua(0(t)) Ada(t) .

Os termos aumentados A,(0) € R"*" A_ (§) € R™*"e B,(§) € R™** B (0) € R"*4
e By, (0) € R™*3 sdo:

A, (6) = A(9) 03x1 ] A,,(5) = O3x3 0351
¢ ~BaC, AQ®)] T " |—B2 C(0) B CyQ0)|
(6.57)
Ba(é) - B(é) ) BTG,((S) = ngil )
014 | | —Be2 D(9)
Baa(6) = Ba@) — Oaxs . (6.58)
Osx3  —Bea Da(9)

Aplicando a mesma lei de controle definida em (6.46), porém com K, € R*, resulta no

seguinte modelo da malha-fechada do sistema:

i) = (Aa(50) + Ba(0() Ko ) walt)+

(6.59)
A, (5(0)) + Bm(é(t))Ka) 2a(t = 7()) + Baa (5(t)) Ad, (1)

6.4 Metodologia de Sintese Robusta

Esta secao é dedicada para apresentar a metodologia considerada para sintetizar
a matriz de ganhos K, para ambos os Controladores Ressonante e Repetitivo Transfor-
mados. Para estabelecer critérios estabilidade e desempenho do sistema do sistema em

malha-fechada, serdo utilizados os modelos previamente organizados em (6.59) e (6.47).

O primeiro passo sera o tratamento da caracteristica variante no tempo do sistema,
dependente da velocidade média do vento §. Visto que a dependéncia do modelo em relacao
a 0 é ndo-linear, nao possivel aplicar a modelagem polipdtica diretamente pela defini¢ao de
valores minimo maximo 9d,,;, € dmaz, pois a propriedade da convexidade se aplica apenas

quando a dependéncia de 9 é linear. Um opcao valida neste sentido seria a utilizacao de
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multiplos pardmetros variantes associados para cada fungao g (0), har(9), ka(6), gr(0),
hie(8), kp(8), Gr(d), hp(d), kx(5), Q(0), definindo seus respectivos limites maximos e mi-
nimos. Esta abordagem contudo sera descartada, pois seria demasiadamente complexa do
ponto de vista numérico pela elevada quantidade de vértices, além do notavel conserva-
dorismo envolvido. Para contornar este problema serd apresentada uma metodologia de
aproximacao linear por partes de sistemas sujeitos a variagoes paramétricas nao-lineares.
Este procedimento consiste basicamente na divisdo do sistema para diferentes faixas no

dominio & onde a variacio das funcdes gas(6) - - - Q(d) é aproximadamente linear.

6.4.1 Aproximacao Linear por Partes dos Parametros Variantes

Considere de forma genérica S(4) a matriz de um sistema em funcao (possivel-
mente ndo-linear) de um parametro variante §(¢). Deixe {d;, d2, ..., d,,} representar
um conjunto de n, pontos estritamente crescentes no dominio 9, formando n, — 1 sub-
dominios em [0y , s], [02, 03], . -, [0, -1, 0s,]. Deixe S?(§) denotar um matriz linearmente

dependente de §, conectando S(6;) com S(d;41) no i-ésimo sub-dominio [d; , d;11], ou seja:

i) = DL TS sy 4 8 8= S0 . (6.60)

Oir1 — 0;
Definem-se gi(5), i € {1,2,...,n, — 1}, as componentes lineares por partes da matriz
do sistema S(d). Adicionalmente definem-se as matrizes constantes S;, i € {1,2,...,n,},
como vértices destas componentes. Entdo com a escolha adequada de {61, 02, ..., 6y, },

é possivel aproximar a matriz original () na forma linear por partes S(8) conforme a

relagao:
S(6) = S(8) = S'(6) quando § € [6;,6:41] Vi€ {1,2,...,n, —1}. (6.61)
A Figura 41 apresenta a interpretagao grafica desta formulacdo matematica.

Figura 41 — Interpretagdo grafica da aproximagdo linear por partes de S(0). Aqui
considera-se S(6) € R e n, = 4.

5(8)

4 A

518) §268) $3(6)
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A vantagem desta formulacao é possibilidade de enquadrar todos os possiveis va-

lores de S(8) em um conjunto convexo

S(0) € Co{S1,Ss,..., S} (6.62)

dado pelo envelope convexo formado pelos vértices da aproximacao. Assim, pode-se es-

crever o sistema na tradicional forma politépica conforme
i=1
onde o vetor A\ pertence ao seguinte conjunto:
Tip
)\EB,\:{ )\i:Z)\izl, o<\ <1, i:1,2,...,np} C R". (6.64)
i=1

Esta formulacio entao permite aplicar a propriedade da convexidade das LMIs para re-

solugdo do problema de controle.

Para empregar esta metodologia nos modelos aumentados da turbina eélica (com
ambos os Controladores Transformados) deve-se avaliar o perfil das fungoes g (9) - - - Q(9)
para entao escolher os vértices {01, 02, ..., d,,} que aproximem adequadamente a va-
riacao destas funcoes por porcoes lineares. Para isso, foram secionados n, = 6 pontos
localizados em §; = 5bm/s, 6o = 7,5m/s, 03 = 10,2m/s, 0, = 11,8 m/s, d5 = 13,8m/s e

d¢ = 15m/s. O perfil gréfico resultante estd demonstrado na Figura 42.

6.4.2 Sintese para o Controlador Ressonante Transformado

Aplicando a metodologia de aproximacao linear por partes, é possivel representar
o modelo aumentado do sistema (com o Controlador Ressonante Transformado) em (6.47)

na seguinte forma politopica
ta(t) = (Aa(N) + Ba(N) Ka) 2a(t) + Bag(N) Ad(2) . (6.65)

As matrizes incertas Aq(\), Ba(\) e Bg,()\) sio definidas como

Tp
AN BuN) BaW)] =N [Aui Bui Buai (6.66)

i=1
onde A,;, By; € Bg,; representam a avaliacdo de A,(8), B,(8), By, (d) — em (6.45) — no

i-ésimo vértice 9; da aproximacao linear por partes, isto é:

Aai == Aa((sz) s Bai - Ba<5l> 5 Bdai = Bda<5i> 5 (667)
para todo ¢ € {1,2,...,n,}. Supde-se aqui a utilizacao dos n, = 6 vértices destacados na
Figura 42, assumindo que estes sao representativos caracteristica variante dos parametros

originais.
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Figura 42 — Aproximacao linear por partes das fungoes de ¢ contidas no modelo da turbina

eblica.
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Visto que andlise de estabilidade e desempenho do sistema em malha-fechada serd
baseada em um modelo linearizado sistema, sera garantido na verdade apenas a estabi-
lidade local do sistema para desvios suficientemente pequenos em relacao ao ponto de
equilibrio do sistema. Uma andlise a posteriori poderia ser realizada para estimar a re-
gidao de atracao dos estados do sistema, utilizando por exemplo os métodos propostos em
(COUTINHO et al., ) e (CHESI, 2013), entretanto esta anélise esta além do escopo deste
trabalho. De maneira similar, serdo assumidas variagoes das perturbagoes Ad(t) suficien-
temente pequenas para que a estabilidade local entrada-estado no equilibrio do sistema
implique também na estabilidade BIBO local do sistema. Assim Ad(t) serd descartado
para solucao do problema de sintese. Além disso, a justificativa para a rejeicao assintética

das entradas de disturbio para as saidas do sistema foi realizada neste trabalho com base
no PMI.

Dadas estas ressalvas, ¢ possivel empregar a mesma metodologia de sintese robusta
Ho proposta na Secao 4.4 para o Controlador Ressonante Transformado. O desempenho
transitério do sistema é definido novamente por uma fungao de custo Jo = ||2(t)||5, onde
z(t) = C, x4(t) + D, Au(t) representa a saida de desempenho. Propoe-se a construgao dos

termos C,, D, na forma proposta apresentada em (4.32), onde sdo utilizadas matrizes
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diagonais @), e R, contendo a penalidade individual de cada estado aumentado e de cada
entrada de controle. A representacao do sistema considerada para o projeto de controle

assume entao a seguinte forma final:

{aba(t) = (AaN) + Ba(N\) Ka) 24 (t)

A1) = (0ot Do)l (059

O problema de sintese assim resume-se ao tradicional problema do controle robusto Hs,

conforme expresso na sequéncia.

Problema 6.1. Encontrar um ganho robusto K, tal que o sistema (6.68) seja assintoti-

camente estavel para todo \, € By e que a funcao de custo Jo seja minimizada.

Para resolver o Problema 6.1, pode-se utilizar o mesmo Teorema 4.1 apresentado
na Sec¢ao 4.4. A diferenca, neste caso, é que a variagdo paramétrica da dinamica da planta
e do controlador foram unificados nos mesmos vértices do modelo politépico, enquanto
que na metodologia anteriormente a variacao do modelo da planta e controlador ¢ mantida
independente. Portanto o mesmo Teorema 4.1 deve ser simplesmente adaptado para con-
siderar a avaliacao das LMIs no conjunto de vértices {1,2,...,n,} do modelo politépico

aqui considerado. Tal modificacao resulta no Teorema 6.1.

Teorema 6.1. Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas PeR™ ¢

X € R™™ e uma matriz K, € Rmxna que satisfacam

He{A,,P + B,;K,t PCT+ K'DT
°f } PO+ ] <0, (6.69)
* -1
X 1
.| >0, (6.70)
* P
para todo i € {1,2,...,n,}. Entdo o sistema (6.68) com K, = K,P~' ¢ assintoticamente
estavel para todo \ € By e funcao de custo Jo satisfaz
Jo < x}(0) X 2,(0) . (6.71)
Demonstracao. Equivalente ao mostrado anteriormente no Teorema 2.9. O]

O passo-a-passo sistematico para realizar a sintese do controle para turbina edlica
¢é equivalente ao descrito na Subsec¢ao 4.4.4. Contudo, deve-se seguir a partir do Passo 5,
visto que os passos iniciais que envolvem a modelagem do sistema ja foram neste capitulo

detalhados para a turbina edlica.
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6.4.3 Sintese para o Controlador Repetitivo Transformado

A metodologia de sintese serd agora espelhada para o caso do Controlador Repeti-
tivo Transformado. Aplicando desta vez a aproximagao linear por partes no modelo (6.59)

permite escrever o sistema aumentado na seguinte forma politopica:

ta(t) = (Aa(N) + Ba(NKa) wa(t)+ (6.72)
(AraN) + Bra(NKa) za(t = 7(£)) + Baa(A) Ada(t) '

onde as matrizes Aq(\), Ba(N), Arg(N), Bro()\) € Bga(N) sdo

AN BaN) Ara(N) Bra(V) Bdaw}:ip& [Aai Bai Ave; Broi Bl
- (6.73)

Aqui, as matrizes contantes Ag;, Bai, Areiy Bra; € Bae; representam a avaliagdo das
matrizes (6.57) no i-ésimo vértice do conjunto {d,ds...,0,,}, ou seja:

A = Au(0:) , Bai = Ba(6i) , Arai = A20(0:) , Brai = Bra(0:) , Baai = Baa(6i) -
(6.74)
para todo i € {1,2,...,n,}.

Novamente, aqui sera trabalhado com a garantia de estabilidade e desempenho
local do sistema no entorno do ponto de equilibrio. Também, a entrada de disttarbio Ad,(t)

serd descartada para o projeto de controle, seguindo as mesmas razoes previamente dadas.

O critério de desempenho sera tratado no forma H,, utilizando a mesma funcao
de custo J = ||2(t)||> e a mesma defini¢dao do sinal de saida z(t) descrito anteriormente.

Assim, a forma final da representacao do sistema considerada para o projeto de controle

{ a(t) = (AN + BaWEa) 2a(t) + (Ara(V) + Bro( N Ka) 2a(t = 7(1)) (6.75)

() = (C.+ DKa)alt)

O problema de controle é portanto definido conforme o Problema 6.2. Os teoremas sub-

sequentes oferecem a base para solucao deste problema.

Problema 6.2. Dado w.y definido a priori, encontrar um ganho robusto K, e uma regido
B: C R tal que o sistema (6.75) seja assintoticamente estdvel para todo X € By e para
todo sinal T(t) satisfazendo 7 € R% e 7 € B;:, além disso, tal que a fungdao de custo Js

seja minimizada.

Teorema 6.2. Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P € Rraxna

e X € R™*na yma matriz K, € R¥" ¢ um escalar positivo B € R% que satisfacam
He{AyP + BoKo} + 8P AP+ BryiK,  PCT+ KD}
* —BP 0 <0, (6.76)

* * -1
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X 1
| >0, (6.77)
* P
para todo i € {1,2,...,n,}. Entdo o sistema (6.75) com K, = K,P~' é assintoticamente

estdvel para todo N € By para qualquer sinal 7(t) que satisfaca 7 € R e 7 € B; = R.

Também, a funcao de custo Jo satisfaz
Jo < x2(0) X z,(0) (6.78)

quando z,(0) #0 e z,(t) =0V t < 0.

Demonstracao. Equivalente ao Teorema 5.1. 0

Teorema 6.3. Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P € R™ X",

S € Raxna ¢ X € R™ X" = yma matriz K, € R¥" ¢ ym escalar positivo p € R que

satisfacam

He {Aaip + Baika} + S ATaip + B‘raika pcg + K;D;

" (n—1)5 0 <0, (6.79)
* -1
X I
| >0, (6.80)
x P

para todo k € {1,2,...,n,}. Entdo o sistema (6.75) com K, = K,P~' ¢ assintoticamente
estdvel para todo A € By para qualquer sinal 7(t) que satisfaca 7 € Ry e € B: = (—o0, .

Também, a funcao de custo Jo também satisfaz

Jo < 2.(0) X x,(0) (6.81)
quando x,(0) #0 e z,(t) =0V t <O0.
Demonstracao. Equivalente ao Teorema 5.2. O

Com base nos Teoremas 6.2 e 6.3 pode-se utilizar o fluxo sistematico de projeto
detalhado na Subsecao 5.5.4. Agora porém, ja estao detalhados os Passos 1, 2 e 3 relaci-

onados a modelagem do sistema.

6.5 Resultados

Esta se¢do apresenta resultados numéricos de simulagao na forma de uma anélise
comparativa dos controladores propostos em relacao a abordagens tradicionais. Primei-

ramente sera apresentada a forma considerada para simulagdo do campo de vento no
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plano de rotacao da turbina. Apds serao explicadas as configuragoes dos controladores
considerados para a andlise comparativa, juntamente com os parametros de penalidade
considerados para cada caso. Na sequéncia serao apresentadas as respostas temporais

obtidas pelas simulacoes e a discussao a respeito.

6.5.1 Simulacdo do Campo de Vento

Para realizar a simulagao numérica da turbina edlica deve-se encontrar o campo de
vento V(1y, r, t) no plano da turbina edlica. Assim o sinal de velocidade do vento efetivo
de cada pa d;(t) é dado pela avaliacao deste campo na posicao angular ,(t) = xo(t) + Z;
(com = denotando o vetor de espacamento angular das pas) e no raio efetivo r; = (3/4) Ry,

conforme tratado anteriormente na Subsecao 6.3.1.

O campo de vento pode ser modelado pela multiplicacao de campos individuais,

relacionados a cada efeito de distorgao:

V(¢t; T, t) = 5(t) VSH(¢t7 Tt) VTS(@/% Tt) VTB(T/)ta Tty 75) . (6-82)

Aqui, §(t) a velocidade do vento raiz incidente no centro do disco de atuagao da turbina,
(considerado também como a velocidade média de referéncia para geracao das trajetérias
de equilibrio, sinal que supostamente é sensoreado pelo sistema). Os campos de distorgao
estaticos Vsg (14, 7¢) € Vrs(iy, 1) representam respectivamente a distorgao pelo cisalha-
mento do solo e pela sombra da torre. Por fim o campo dindmico Vrg (¢, 14, t) representa
distorcao pelo efeito de turbuléncia. Outro possivel efeito dindmico é o rastro (wake) de

turbinas eélicas precedentes, um modelo deste efeito nao serd incluido neste trabalho.

O efeito Vgy (¢4, 1) corresponde a atenuagao no fluxo do vento causada pela ru-
gosidade do solo, fazendo com que a velocidade do vento seja mais intensa em altitudes
superiores. Este efeito pode ser modelado conforme (BIANCHI; BATTISTA; MANTZ,
2006):

Ve (e, 11) = <Zt(¢t’”)+ht> - ’

hy

onde z; (1), ry) = 1y cos(1)y) € altitude em relagdo ao eixo de rotagdo da turbina, hy é altura

(6.83)

da turbina do solo até o eixo de rotacao e agy é o fator de cisalhamento dependente
da rugosidade do solo. Para avaliar numericamente esta expressao, foi considerado h; =
55,953 m (SELVAM et al., 2009) e um coeficiente agy = 0,2 (assumindo a presenca de
grama no solo) (BIANCHI; BATTISTA; MANTZ, 2006).

Por sua vez, o efeito Vrg (¢, 1) descreve a distor¢ao aerodindmica na regiao pro-

xima & estrutura da torre. Este efeito pode ser modelado pela seguinte equacao (HOUT-
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ZAGER; WINGERDEN; VERHAEGEN, 2013):
27 1.2 Dy)?
1- 2 AR 2 ( 4 2 if z(¢p, 1) <0
Vis($r,11) = (w2 + 23 (ty, 71) ) : (6.84)
]_ lf Zt(l/Jt,Tt> > O

onde x;(¢y, 1) = 1 8en(vy) € a posigao lateral em relagao ao centro de rotagao da turbina,
y; € o afastamento frontal do plano de rotacao das pas em relacao a torre e D, é o didmetro
da torre. Para avaliar este campo, foi assumido y; = 4m and D; = 1 m (SELVAM et al.,
2009).

Para representar efeito de turbuléncia sera considerado um modelo estocédstico uni-
forme no espaco, conforme proposto em (NICHITA et al., 2002). Conforme esta referéncia,

a componente de turbuléncia Vrpg(t) pode ser simulada pela expressao
VTB(t) =1 + kTB wc(t) (685)

onde krp é um parametro positivo livre que denota a intensidade da turbuléncia e w.(t)
¢ um ruido “colorido”, resultante da filtragem de um ruido branco w(t) ~ N(0,1) (com
média zero e varidncia unitaria). Baseado analise de séries temporais, (NICHITA et al.,
2002) propde o seguinte filtro para gerar w.(t):
We(s) _ a1Trps +1 | (6.86)
Wi(s) (Trps+ 1)(aTrps+1)

onde Trp denota a constante de tempo da turbuléncia, a; = 0,4 e as = 0,25 sado valores

numéricos identificados para aproximar os dados experimentais. O termo Trp pode ser
aproximado conforme Trp = Lpg/d,, sendo 9§, a velocidade média nominal e Lyg o
comprimento da turbuléncia. Considerando um valor comum de Lrg = 180m junto com
a mesma velocidade nominal utilizada de §, = 12m/s resulta na constante de tempo

Trp = 15s. Por fim, a intensidade da turbuléncia foi mantida em krp = 0,005.

6.5.2 Configuracdo das SimulacGes

Uma analise comparativa sera realizada entre os controladores listados na sequén-

cia. Para facilitar a discussao sera associada uma sigla para cada arquitetura comparada.

e (CB.1) Controlador Béasico de Referéncia — E estratégia de controle padrio que serve
como base para avaliagdo dos controladores propostos. Esta abordagem apresenta
apenas estados integradores para e,(t) e e(t) (tal como acrescentado para o Con-
trolador Ressonante Transformado). A lei de controle de realimentagao de estados

segue a mesma metodologia apresentada.

e (CB.2) Controlador Bésico com Ganho Alto — E a mesma configuracio de controle
de CB.1, porém os ganhos de realimentacao sao sintetizados com menor penalidade

na entrada de controle em relacao aos demais controladores.
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e (CRS.ny) Controlador Ressonante tradicional com nj;, modos harmonicos — Segue a
mesma metodologia do Controlador Ressonante Transformado, porém com () =
2, onde o pardmetro €2, = 2,9020rad/s representa a rota¢do nominal/méaxima
da turbina (ver T;(J) na Figura 37). Assim, este é equivalente a um Controlador
Ressonante tradicional com frequéncia de ressonancia constante sintonizada neste

valor €2,,.

-

e (CRST.n;) Controlador Ressonante Transformado com nj, modos harménicos — E

o controlador proposto na Subsecao 6.3.3.

e (CRP) Controlador Repetitivo tradicional — Segue a mesma metodologia do Con-
trolador Repetitivo Transformado, porém utiliza Q(t) = €2, onde 2, é 0o mesmo
descrito em CRS.h, originando uma frequéncia de corte constante do filtro de w, =
0, wey. Além disso, possui um atraso nominal constante de 7(t) = 7, = 79/€,. As

compensagoes dos parametros 7y e ky, também sao utilizadas.

e (CRPT) Controlador Repetitivo Transformado — Conforme proposto na Subsecao
6.3.4.

As abordagens CRS.nj, e CRST.n,, foram projetadas para n, € {1,2,3,4,5}. Visto
a elevada ordem destes controladores com o aumento do niimero de modos (6 estados para
cada modo adicional) e o baixo beneficio observado de nj, = 4 para nj, = 5, optou-se por

limitar o projeto para este conjunto de valores.

A matriz K, de realimentacao foi sintetizada (independentemente) para cada es-
tratégia seguindo a mesma metodologia de sintese robusta H, apresentada. As matri-
zes diagonais de penalidades foram construidas conforme @, = diag{Q., Q.} e R, =
diag{ Ry23, R4}, onde @, denota as penalidades dos estados da planta, Q. denota as pe-
nalidades do controlador, Rjs3 a penalidade no comando de inclinacao das pas e Ry a
penalidade no comando do torque do gerador. As mesmas penalidades foram definidas
entre os controladores CB.1, CRP e CRPT como Q, = I3, Q. = diag{1, 40 I3}, Ri23 = I3
e R4 = 100. Os controladores CRS.n;, e CRST.n; foram sintetizados com os mesmos pa-
rametros, porém (). contém adicionalmente as penalidades dos estados ressonantes, isto é:
Q. = diag{1, 40 I3, 40 Is,, }. Por fim, CB.2 contém os mesmos pardmetros de CB.1, com
excecao da penalidade na entrada de inclinacao das pas Ris3 = 0,001 I3, que foi reduzido
visando a obtenc¢ao de uma realimentacao mais agressiva com ganhos mais elevados em

relacdo aos demais controladores testados.

A frequéncia-0 de corte selecionada para os Controladores Repetitivos foi de w.y =
25 (ou seja, 25 vezes maior que a frequéncia-f fundamental dos sinais). Assim a frequén-
cia (usual) de corte equivalente para CRP foi portanto de w. = Q, w.y = 72,5503 rad/s.

A metodologia proposta de compensacao do filtro passa-baixas foi aplicada para am-
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bos CRP e CRPT, resultando em 75 = 1,98737rad e ky, = 1,0008. Para CRP, desta
forma, o atraso nominal compensado foi de 7, = 75/, = 2,1513s. No caso de CRPT, o
atraso 7(t) deve variar entre este valor minimo/nominal de 2,1513s e o valor méximo de
Toup = To/Q(51) = 5,1632s, este dltimo valor também representado o tempo de meméria
maximo requerido para implementagao do controlador. Para sintetizar K, para CRP, foi
empregado o Teorema 6.3 com p = 0, pois o atraso é invariante. J& no caso de CRPT
foram testados ambos Teoremas 6.3 e Teoremas 6.2, conforme o passo-a-passo sisteméatico
proposto. Nao foi possivel encontrar um valor S para tornar factivel a sintese pelo método
de Razumikhin (Teorema 6.2), contudo foi possivel encontrar solugdes pelo método de
Krasovskii (Teorema 6.3) para os valores de p organizados na Figura 43. Com base na
andlise deste grafico foi escolhido g = 0,04 como a taxa maxima de variacao permitida
para o atraso de transporte. A taxa de decaimento da observagao do atraso 7(t) foi esco-
lhida como o = 10. As matrizes de ganhos K, resultantes da solugdo dos problemas de

otimizacao estao organizadas para cada estratégia de controle no Apéndice 1.

Figura 43 — Relagao entre o valor objetivo tr(X) e a méxima taxa de variacdo p permitida
para o atraso 7(t) de CRPT conforme o Teorema 6.3.
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As simulagoes foram executadas no software MATLAB/Simulink utilizando o mo-
delo nao-linear da turbina edlica apresentado na Secao 6.2.1, onde tabelas de consulta
bidimensionais foram empregadas para computar Cr(9;, u;) e Cpr(9;,u;). O tempo total
da simulagao foi definido como 600s. As condigoes iniciais z(0) dos estados da planta

foram configuradas para o ponto de equilibrio relativo a 6(0).

6.5.3 Analise e Discussao dos Resultados

A velocidade média do vento d(t) considerada no cendrio simulado varia de 5m/s
até 15m/s durante os 600s de simulagao. Esta variagdo permite testar toda a faixa de
0 ao qual os controladores foram projetados. Assim, a rotagao da turbina também deve
variar do valor minimo de 1,2092rad/s até o valor maximo/nominal de 2,9020 rad/s con-
forme a trajetéria de equilibrio Z;(0), permitindo avaliar as vantagens dos Controladores

Ressonante e Repetitivo Transformados em relacao aos tradicionais. A Figura 44 mostra
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Figura 44 — Sinal de velocidade do vento d;(t) na primeira pa da turbina eélica.
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Figura 45 — Respostas temporais de: rotagdo da turbina z;(t), deflexdo da torre xs(t),
torque do gerador uy(t) e poténcia elétrica gerada P,(t).
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o sinal de velocidade do vento d;(t) na primeira pa da turbina edlica, incluindo os efeitos
do campo de vento. Observe como o periodo das oscilagbes diminui conforme o tempo
passa, visto que a rotagdo da turbina também estd aumentando (ver resposta xi(t) no
canto superior esquerdo da Figura 45). Os sinais da(t) e ds(t) apresentam uma forma de
onda idéntica, porém defasados respectivamente de =, = (2/3)rrad e Z3 = (4/3)7rrad,

conforme o espacamento angular das pas.

As respostas temporais na Figura 45 demonstram a rotacao da turbina z(t), a
deflexao da torre z5(t), o sinal de controle de torque do gerador uy(t) e a poténcia elétrica

de saida da turbina P,(t) = x1(t) us(t). Em relacdo a estas varidveis, as diferengas na
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variagdo da resposta entorno do equilibrio foi desprezivel entre todos os controladores
simulados. Na Figura 45 foi utilizada a resposta de CRST.5 para ilustrar a resposta
obtida.

A anédlise comparativa serd realizada em relagao aos sinais y;(t) (a carga mecanica
na i-ésima pa) e u;(t) (comando de inclinagdo da i-ésima pd), onde diferengas notéveis
foram obtidas entre as respostas de cada controlador simulado. Para demonstrar as res-
postas temporais, foram escolhidos os sinais da primeira pa da turbina (y; (t) e u;(t)), dado
que os sinais das demais pas apresentaram-se praticamente idénticos, contendo apenas a

respectiva defasagem devido o espagamento angular.

Figura 46 — Comparacao da saida y;(t) e desvio entorno do equilibrio Ay, (t) entre os

controladores CB.1, CRS.1 e CRST.1.
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As Figuras 46, 47, 48 e 49 comparam (acima) o sinal absoluto da saida y;(t) e
(abaixo) o valor relativo ao ponto de equilibrio Ay, (¢) durante todo o tempo de simula-
cao simulacao. As Figuras 46, 47, 48 comparam os controladores CB.1, CRS.n;, e CRST.n,
para respectivamente ny = 1, n, = 2 e n, = 5. Ja a Figura 49 compara os controladores
CB.1, CRP e CRPT. Enquanto que o controlador CB.1 apresenta uma demasiada oscila-
¢ao durante todo o tempo de simulacao, os controladores CRP e CRS.n;, sao capazes de
atenuar a perturbacao no ultimos 200s da execuc¢ao, quando a rotacao da turbina esta
proxima do valor nominal. Contudo, nos primeiros 300 s da simulagdo, quando a rotacao
da turbina diverge do valor nominal de sintonia, estes controlares perdem a propriedade
de atenuacao da perturbacao, desempenhando de forma parecida ao controlador CB.1. No
caso de CRP, pode-se notar em certos instantes que a amplitude de oscilagao é até maior
que o controlador basico CB.1. Por outro lado as estratégias propostas CRST.n, e CRPT
mantém praticamente o mesmo nivel de atenuagao durante toda simulacao, independente

da variacao da rotagao da turbina.
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Figura 47 — Comparagao da saida y;(t) e desvio entorno do equilibrio Ay, (t) entre os
controladores CB.1, CRS.2 e CRST.2.
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Figura 48 — Comparagao da saida y;(t) e desvio entorno do equilibrio Ay, (t) entre os
controladores CB.5, CRS.5 e CRST.5.
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Ao elevar o numero de modos n; dos controladores CRST.n; e CRS.n; pode-se
notar um significativo beneficio na reducao da propagacao da perturbacdo apara a saida
do sistema. Porém, além de n, = 5 o beneficio torna-se muito baixo para justificar o
incremento da ordem do controlador. Além disso, a resposta de CRST.5 ja mostra-se
comparavel ao CRPT. Ao final da discussao, serda apresentado a Tebela 13 contendo o
valor RMS da variacao da saida Ay; de cada controlador, para uma analise comparativa

mais precisa.
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Figura 49 — Comparacao da saida y;(t) e desvio entorno do equilibrio Ay, () entre os
controladores CB.1, CRP e CRPT.

12x10
10+ A -
il il
Z 8 M i
Sk o5
— 4 u"“""““‘ 1] . B
= CRP
2 CRPT N
\ \ \ \ \
oO 100 200 3([)(]) 400 500 600
4 tls
2x 10 ‘
Zr
n AAARARARAR I I il H“ " r
l:/ 0 A ‘1‘A'x'1'1‘lll‘I‘I‘l‘l‘i‘l‘l‘l‘l‘l‘llI‘I‘X‘H‘f\‘I‘JH\HH‘IH‘H‘H“\‘\ e —
N
1
<

0 100 200 300 400 500 600

Figura 50 — Comparagao ampliada entre CB.1, CRS.5 e CRST.5 para os sinais y; (), uy
e 11 nas faixas de tempo 200s até 210s e 550 s até 560 s.
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Nas Figuras 50 e 51 segue uma comparagdo ampliada dos controladores CB.1,
CRS.5, CRST.5, CRP e CRPT em diferentes faixas de tempo: de 200s até 210s (a es-
querda) e 550's até 560 s (a direita). Nestas figuras sdo apresentadas as respostas da carga

na pa y;(t) (acima), comando de inclinacao da pé wu;(t) (centro) e a derivada deste sinal
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Figura 51 — Comparagao ampliada entre CB.1, CRP e CRPT para os sinais y(t), uj e iy
nas faixas de tempo 200s até 210s e 550 s até 560 s.
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de controle 4 (t). Este dltimo sinal tem um sentido importante no projeto de controle de
turbinas eélicas, pois esta relacionado ao desempenho requerido pelo autuador responsavel
pela inclinagao das pas. Para um turbina edlica de poténcia nominal entorno de 2,5 MW,
a faixa de u;(t) usual é £8°/s. (HASSAN et al., 2011).

Na faixa de tempo 200s até 210s a rotagdo da turbina estd entorno de 2rad/s em
contraste ao valor nominal 2,9020rad/s ao qual os controladores CRS.n;, e CRP foram
sintonizados. Ja na faixa de tempo 550s até 560s a rotacdo da turbina encontra-se no
valor. Ao analisar as figuras 50 e 51 fica claro que os Controladores Transformados pro-
postos apresentam praticamente a mesma resposta nesta tltima faixa de tempo (inclusive
sendo dificil de diferenciar visualmente as curvas do grafico entre CRS.5 e CRST.5, e
entre CRP e CRPT). Entretanto, na primeira faixa de tempo observa-se claramente a
perda do desempenho de rejeicao por parte de CRS.5 e CRP, neste caso apresentando um
resposta muito similar ao controlador basico CB.1 que contém somente integradores. Em
contrapartida, observa-se que as estratégias propostas CRST.5 e CRPT apresentam um

desempenho de rejeicao adequado em ambas as faixa de tempo mostradas.

A Figura 52 (ao topo) compara o sinal de atraso 7(t) do Repetitivo Transformado
em relacdo ao valor nominal utilizado no Repetitivo tradicional. Observe que apds o
instante 450 s ambos os atrasos tornam-se iguais. E possivel verificar aqui o valor de inicio

to da observacao do atraso, que corresponde ao valor supremo do atraso 7s,, = 5,1632s.
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Figura 52 — Comparagao entre o atraso variante 7(t) de CRPT e o atraso nominal cons-
tante de CRP. Abaixo, os sinais de variagao do atraso 7(t) e erro da observagao
do atraso e, (t).
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Ao centro da Figura 52 estd disposta a taxa de variagdo 7(t) do atraso durante toda
a simulagdo. Neste cenério simulado, a variacdo de 0(t) manteve 7(t) sempre abaixo de
i = 0,04 (o valor maximo tedrico permitido). Nesta simula¢io pdde-se observar a variagao
negativa do atraso, apresentado um valor minimo de —0,02, visto que o periodo dos sinais
estd comprimindo com o tempo (pelo aumento da rotagdo da turbina, por sua vez devido
ao d(t) considerado crescente ao longo do tempo). Se fosse considerado o oposto, ou
seja, 0(t) decrescente, ocorreria a diminuigao do periodo da rotagao ao longo do tempo,
e portanto o sinal 7(¢) seria positivo. Mesmo nesse caso, a taxa de variacdo do atraso
estaria limitada até 0,02, ainda abaixo de p = 0,04 nao excedendo assim o limite de
projeto. Adicionalmente, o terceiro grafico na Figura 52 mostra o erro e, (t) utilizado para

observagao do atraso, onde comprova-se a convergéncia deste sinal para zero.

Sabe-se que as estratégias de controle projetadas com base no PMI sao capazes de
garantir a rejeicao assintética de perturbagoes independente do desempenho transitorio
do sistema, desde que sejam considerados os modos permanentes destes sinais. Isto é, seja
a caracteristica transitéria mais rapida ou mais lenta, isto nao interfere na resposta em
regime permanente do sistema. J& quando o controlador ndo considera todos os modos
permanentes dos sinais, observa-se a presenca de um erro em regime permanente. Este
residual estd intimamente relacionado com o desempenho transitério do sistema, onde
nota-se que sistemas mais rapidos apresentam um menor residual no regime permanente

em relagao a sistemas mais lentos. Com base nesta observacao, serd discutida na sequén-
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cia a comparacao dos controladores propostos em relagao a estratégia de controle CB.2
que contém ganhos de realimentacao significativamente mais elevados em relacao as de-
mais estratégias, devendo apresentar uma caracteristica transitoria mais rapida e um erro

residual por consequéncia menor.

Figura 53 — Comparagao entre CB.2, CRST.5 e CRP da variagao da saida Ay, (t) entorno
do ponto de equilibrio.
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Figura 54 — Comparacao ampliada entre CB.2, CRST.5 e CRP seguindo a mesma dispo-
sicao das Figuras 51 e 50.

4 4
6.5X 10 ‘ ‘ ‘ ‘ 8.2X 10
— — 8 ]
Iz iz
= M =78 : ]
=55 1
‘ = 7.61 1
L L 1 1 7.§ il il L L
00 202 204 [ 206 208 210 50 552 554 556 558 560
tls

\ CB.2

200 202 204 206 208 210 1850 552 554 556 558 560
[s] ts]
-3 _? i L L L .3 _g L L 1 1
00 202 204 J 206 208 210~ 7550 552 554 J 556 558 560
tls t|s

A Figura 53 compara o sinal Ay, (t) entre os controladores CB.2, CRST.T e CRP
durante todo o tempo de simulagao. Na sequéncia, a Figura 54 apresenta a comparacao
ampliada seguindo a mesma organizagao das Figuras 51 e 50 mostradas anteriormente.
Observe agora que a amplitude de u;(t) e 1, (t) de CB.2 é comparavel aos controladores

CRST.5 e CRPT. Contudo, uma notavel vantagem ainda é observada na saida y;(¢) por
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parte dos controladores proposto, mesmo estes utilizando uma realimentacao mais suave

em relagao a CB.2.

Por fim, a Tabela 13 apresenta o valor RMS da variagao Ay, (t) do instante inicial
15s até o final da simulacao: 600s, desconsiderando assim o tempo de acomodacao inicial
dos controladores. Este valor representa fisicamente a variacao de carga sofrida por cada
pa da turbina edlica durante a faixa de tempo analisada, ou ainda, relacionado ao dano por
fadiga sofrido por estas estruturas. A Tabela 13 deixa claro a ineficiéncia dos controladores
CRP e CRS.ny, (para todos ny, testados) na presente aplicagdo com perturbacao de periodo
variante no tempo. Por outro lado as estratégias propostas (demarcadas em negrito na
Tabela 13) apresentam uma significativa reducao de carga nas pas. Com excegao de CRS.1,
todas estes controladores propostos superam inclusive o controle com CB.2, que apresenta

uma realimentagdo muito agressiva em relagao aos outros controladores.

Tabela 13 — Valor efetivo (RMS) do sinal Ay, (t) do instante 15s até o final da simula-
¢ao: 600 s para todos os controladores testados. A estratégias propostas estao
demarcadas em negrito.

Controlador | RMS de Ay, (t) [N]
CB.1 7942 4
CB.2 1291,4
CRS.1 3022,4
CRS.2 2869,5
CRS.3 28379
CRS.4 2820,3
CRS.5 2812,3
CRST.1 1555,4
CRST.2 629,46
CRST.3 347,41
CRST.4 300,31
CRST.5 282,92
CRP 4868,0
CRPT 253,73

6.6 Comentarios Finais

Este capitulo apresentou uma metodologia de projeto dos Controladores Trans-
formados para reducao da carga mecanica periddica em turbinas edlicas. A modelagem
realizada considerou os objetivos primarios de geracao de poténcia na forma de condi-

¢oes de equilibrio em funcao da velocidade média do vento. Um modelo linearizado foi
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obtido para descrever a dindmica do sistema no entorno destas condi¢oes de equilibrio do
sistema. Neste sentido, os Controladores Transformados foram empregados para tratar a
rejeicao das entradas de perturbagao e manter as saidas do sistema préximas aos valores
desejados. As topologias de controle propostas mostraram-se eficazes nesta aplicacao com
sinais de periodo variante no tempo, apresentando melhor desempenho de rejeicao em

relacdo as estratégias tradicionais de Controle Ressonante e Repetitivo.

A principal contribuicao cientifica contida neste capitulo foi o projeto de con-
troladores para turbinas edlicas com base no PMI, que ainda consideram a rejeicao da
perturbagao para largas variacoes no periodo durante o regime de operagao abaixo da
velocidade nominal. A literatura ja considera diversas estratégias de controle para turbi-
nas eélicas com base no PMI (NAVALKAR et al., 2014; HOUTZAGER; WINGERDEN;
VERHAEGEN, 2013; ZHANG; CHEN; CHENG, 2013). Nestas propostas, o tratamento
das variagoes do periodo das entradas de distirbio foi ressaltado como um problema em
aberto para investigagoes futuras (HOUTZAGER; WINGERDEN; VERHAEGEN, 2013).
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7 Projeto e Implementacao no Dominio Dis-

creto

O foco deste capitulo é apresentar uma metodologia para projeto dos controlado-
res propostos diretamente no dominio discreto, permitindo assim a implementacao digital
em microcontroladores com base em equagoes de diferenca. Para transportar a dinamica
dos Controladores Transformados do dominio continuo para o dominio discreto serao
empregadas operagoes de discretizacao. Para efetuar a sintese robusta dos ganhos de rea-
limentagao, serao apresentados critérios de estabilidade e desempenho também na forma
de LMIs, porém diretamente para o dominio discreto. Ao final do capitulo serao apresenta-
dos resultados experimentais referentes a aplicacao dos Controladores Transformados em
um motor de corrente continua. Uma analise comparativa sera apresentada comparando

as estratégias propostas em oposicao as tradicionais.

7.1 Operacoes de Discretizacao

Antes de iniciar formulacdo no dominio discreto é conveniente a introducao dos
conceitos, principalmente referente as operacoes de discretizacao. Considere o fator cons-
tante T como o periodo de amostragem do sistema digital, isto €, o tempo entre a aquisi¢ao
de cada amostra. Este parametro relaciona o dominio do tempo ¢ € R} com o dominio
das amostras k € Z% conforme:

t=kT; . (7.1)

Dado um sinal continuo z(t), sua forma discreta x[k] é obtida pela aplicagdo da relagao
(7.1).
z(t) =x(kTs) = x[k]. (7.2)

7.1.1 Discretizacdo das Operacdes de Derivada e Atraso

No contexto de discretizagao de sistemas continuos existem as técnicas de aproxi-
magcao por integra¢ao numérica como Fuler Forward, Fuler Backwards e Tustin. Especifi-
camente para o caso de sistemas lineares, podem ser utilizadas as técnicas de mapeamento
do polos/zeros, e discretizacdo exata (retengdo de ordem zero) (OGATA, 1987). Visto
que o objetivo serd a discretizagdo dos Controladores Transformados desenvolvidos (que
possuem dindmica nao-linear) serd trabalhado aqui com a discretizagdo por integracao
numérica. Por simplicidade, optou-se por trabalhar com o método de Fuler Forward. A

investigacdo de outras formas de discretizacao, bem como a reformulagdo dos Controla-
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dores Transformados diretamente no dominio discreto (sem necessitar aproximagoes de

discretizagao) é deixada como uma proposta para trabalhos futuros.

O método de FEuler Forward consiste em aproximar a derivada de um sinal ()

conforme mostrado abaixo:

o(kTs+ 1) —x(kTy) x[k+1] —x[k]  Ax[k]
T, - . T

Note que esta aproximacao representa a derivada de um sinal como a diferenca do sinal

i(t) = #(kT,) ~

(7.3)

entre as amostras futura e atual, dividido pelo tempo T entre estas amostras. Para obter
uma aproximacao razoavel deve-se assegurar que o periodo de amostragem 7T, é muito
mais rapido que a dindmica do sistema (OGATA, 1987).

Resta ainda organizar uma forma para tratar as operacoes de retardo temporal, ja
referindo-se ao caso do Controlador Repetitivo Transformado. Na verdade, operagoes de
atraso temporal sao facilmente convertidas do dominio continuo para o dominio discreto.
Pela simples aplicagao da relagao (7.1), segue que um atraso no dominio do tempo de 7(t)

é equivalente a um atraso 74[k] (medido em nimero de amostras):

T k) = ik (7.4)

Deve-se levar em consideragao somente o fato de que o dominio das amostras pertence a um

conjunto de valores inteiros. Quando o atraso 7(t) é divisivel pelo periodo de amostragem
T, entao a operagao de retardo no dominio discreto é equivalente ao dominio continuo. Ja
quando 7(t) nao ¢é divisivel por T, pode-se considerar arredondamento do valor: |74[k]].

Formante, a discretizagao do atraso é representada conforme:

p(t—7(t) =x(kT.—7(kT)) = x|k |rk]]] (7.5)
Para evitar que o erro introduzido por este arredondamento seja significativo, deve-se
assegurar que Ty é muito menor que os valores de 7(t).

Neste trabalho ficarao implicitas as operagoes de arredondamento |-] nos desloca-

mentos temporais, isto é,
x|k — |7alk]]] = x[k — malk]] | (7.6)

para desta forma nao sobrecarregar a notacao.

7.1.2 Modelo Discreto da Planta Controlada

Para tratar as condicoes de estabilidade em malha-fechada sera considerado um

modelo discreto da dindmica da planta, representavel na seguinte forma politopica:
x[k+1] = A(X)x[k] + B(A) u[k] + Ba(A) d[k]
ylk] = Cx[k|+Dulk]+ Dgd[k] (7.7)
elk] = r[k] —y[k]
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onde x € R" é o vetor de estados, u € R™ é o vetor de entradas de controle, y € R é a
saida, r € R é o sinal de referéncia, d € R é a entrada de disttirbio e e € R é o sinal de
erro. As matrizes incertas modelo discreto A(\) € R™*™, B(\) € R™™, By()\) € R™! sdo

supostamente representaveis na forma polipética tradicional

op
[A(\) B(A) Ba(\)| =D A |A; B; By (7.8)

i=1
para termos A;, B; e By;, i € {1,2,...,2P}, sendo p o nimero de parametros incertos da

planta. Segue que a variavel A\ esta contida no conjunto:
9P
Ae B, = { NiY N=1,0<N<1, i:1,2,...,2p} Cc R%. (7.9)
i=1

Considera-se os demais termos C € R D € R'™ e D; € R constantes. Caso o modelo
continuo da planta controlada seja conhecido (conforme apresentado na Se¢ao 3.1) bem
como o periodo de amostragem T, do sistema, pode-se obter o modelo discretizado pelo

método Fuler Forward através das relagoes:

AN =TAW + 1. B =TBO) . BV =TBMN .o
c=C, D=D, Dy =Dy .

Permanece-se aqui a suposi¢ao de que os sinais de referéncia r(t) e disttirbio d(t)
apresentam a forma periddica variante no tempo p, (qb(t)) e pr (qb(t)) para fungoes p,.(§)
e pa(€) de mesmo periodo conhecido T}, ¢(t) estritamente crescente e conhecido, além de
¢(t) positivo e conhecido. No dominio discreto representagao equivalente desta classe de
sinais é

r(t) = (6(t)) =

r[k] = p,
() = pa((1)) = dlk] = pa(0lH]) . (7.11)

7.1.3 Discretizacdo dos Sinais de Transformacao

Sabe-se que no dominio continuo pode-se escolher uma fungao 0(t) = o ¢(t), para
qualquer constante o > 0, permitindo assim representar os sinais no dominio-f com um
periodo constante de Ty = ¢ 7},. O mesmo procedimento serd aplicado no dominio discreto,

porém utilizando um sinal de transformacao k| (representado a forma discreta de 6(t)):

0(t) = 0o(t) — O[k] = oolk] . (7.12)

Resta verificar agora a forma equivalente discreta para o sinal Q(t) = 6(t), que desempenha
um papel fundamental para implementacao dos controladores. Utilizando o método de

discretizacao Fuler Forward segue que:

Ok + 1] — O[K]
T, !

Q) =601t = k] = (7.13)
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Para deixar implicito o periodo de amostragem do sistema é conveniente trabalhar com
Qlk] = Ts Q[k], visto que assim Qu[k| é diretamente a diferenca do sinal [k] do instante

futuro para o instante presente. Entao segue que
k] = T.Q[k] = 0]k + 1] — 0[k] = o(¢[k + 1] — ¢[K]) = 0 A@[k] . (7.14)

ou seja, Qq[k] é diretamente proporcional a variagio Ag[k] = @[k + 1] — ¢[k] da trajetéria

¢[k] que compde os sinais de referéncia/distirbio.

7.2 Controlador Ressonante Transformado Discretizado

Esta segao é dedicada exclusivamente para a defini¢ao do Controlador Ressonante
Transformado Discretizado, onde sera detalhada a equacao de diferenca deste controlador

além de uma metodologia de sintese robusta no dominio discreto.

7.2.1 Equacao de Diferenca do Controlador

Utilizando o modelo do Controlador Ressonante Transformado obtido em (4.8) e

aplicando a discretizacao Fuler Forward resulta:
%, [k + 1] = (Qulk] Avg + I2) % [k] + Qu[k] Brge[k] (7.15)

Aqui, as matrizes A,g e B,y sao mesmas da definicao no dominio continuo, isto é:
0 —w, k,
Ar& = ’ ’ BT‘G = ’ . (716)
Wre 0 0
Note que o periodo de amostragem Ty foi absorvido pelo sinal Q,4[k].

Para o modelo do Controlador Ressonante Transformado mais genérico em (6.39),

com ny modos harmdnicos), o resultado da discretizagao é
xplk + 1] = (k] Arg + Tzn, ) % [k] + Qulk] Brg e[k] (7.17)
onde novamente os termos Agg € Bry seguem a mesma definicdo do caso continuo:

Br@
Br@

AR@ = dlag {Arg s 2A7~9 y «.. 5 Np Arg} s BR@ = . . (718)
Br@

Para considerar o seguimento e/ou rejeigao de sinais tipo degrau serd incluido um
estado integrador ao controlador. No dominio discreto, este é simplesmente um acumula-

dor do erro conforme:

xilk + 1] = x;[k] + e[k] . (7.19)
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Assim define-se o vetor de estados total do controlador x. € R™ (n. = 1+ 2ny,)

x[k] = [Z[[’Zﬂ . (7.20)

A equacao de diferenca completa do controlador entdo pode ser escrita na forma

o[k + 1] = Ac(Qalk]) xo[k] + Bo(u[k]) e[K] (7.21)

segundo:

tal que as matrizes variantes A.(Q;) € R™*" e B.(Q;) € R™*" sdo definidas como:

[1 Otx2m, 1

(7.22)
* QqAre + Ion, Q4 Bry

A(Qq) =

) Bc<Qd) -

7.2.2 Sintese Robusta no Dominio Discreto

O objetivo agora é encontrar matrizes de ganhos de realimentacao K € R™*" e

K. € R™*" para uma lei de controle discreta na forma
ulk] = Kx[k] + K. x.[k] , (7.23)

de tal forma que o sistema apresente estabilidade e desempenho robusto. Sera considerada
uma planta controlada com a dindmica descrita na Subsecao 7.1.2. Para atingir este obje-
tivo serd apresentada a modelagem politépica do Coontrolador Ressonante Discretizado
e posteriormente o modelo aumentado do sistema. Entao, serd empregada a metodologia

de controle robusto Hy para o caso discreto, tal com explicado na Subsecao 2.4.4.

7.2.2.1 Representacao Politépica Discreta do Controlador

O passo inicial para chegar na condicao de estabilidade do sistema é assumir a
limitacao dos valores admissiveis para o pardmetro variante Q4[k] do controlador. Assim
como formulado no caso continuo, serd aqui definido um conjunto By, = [Q41, Qas), tal que
Qqlk] € Bg,Vk > 0. Desta forma, a equagao do controlador em (7.21) pode ser reescrita

na seguinte forma politopica
X[k + 1] = Ac(Ae) x[k] + Be(Ae) e[k (7.24)

onde as matrizes A.(\.) e B.(\.) denotam

40 B =200 [y B (7.25)

e A\ € B, , sendo este conjunto B,_ definido por
BAC—{ACJ-:ZAC]-—Logxcjg1,j—1,2} C R% (7.26)
=1
Por fim, as matrizes A.; e B.;, j € {1,2} sao obtidas por
1
Q4;Bro

1 01><2nh

, By = Bc(de> = (7.27)

Ao, = A (Qy) =
J ( d]) L deARe +12n;,,
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7.2.2.2 Modelo Aumentado Discreto do Sistema

Definindo o vetor aumentado de estados x, € R™ (n, = n+ n.) e o vetor aumen-

tado de entradas de disttrbio d, € R? conforme

X[k]] k] = ld[k]] , (7.28)

X, k] = < [H]

permite representar o modelo aumentado do sistema conforme
X[k + 1] = Ay(No) xa[k] + Ba(Aa) u[k] + Ba(Aa) dalk] - (7.29)

onde )\, € B,,, para o conjunto B),:

2P 2
Bka:{)‘a(i,j):ZZAa(i,j)zl s OSAa(i,j)Sla i:1,2,...,2p, ]:172} (730)

i=1j=1

As matrizes aumentadas do sistema seguem a representacao

2P 2
[Aa<)\a) Bo(Aa) Bda<)‘a)} =D MG {Aa(i,j) Ba(i,j) Bda(i,j)] : (7.31)

i=1j=1

onde obtém-se Ay ), Ba(ij) € Bda(ij), Para i € {1,2,...,2P} e j € {1,2}, através de

.3

Aa(zpj)Z[ ] 7 Ba(m‘):{ } : Bda(z’u‘):[ ] : (7.32)

—B.;C A —B;D —B¢;Da B
Representando a lei de controle (7.23) também na forma aumentada
k] =Kaxalk] . K=K K], (7.33)
possibilita escrever a dinamica em malha-fechada do sistema como

%o [k + 1] = (Aa(Xa) + Ba(Na)Ka ) Xa[k] + Ba(Na) da[] . (7.34)

7.2.2.3 Critérios de Estabilidade e Desempenho no Dominio Discreto

Com base no modelo aumentado organizado do sistema, pode-se estabelecer os

critérios de estabilidade e desempenho H, diretamente no dominio discreto.

Considere a saida de desempenho do sistema como z € R"* (n, = n, +m):
z[k] = C, x[k] + D, u[k] (7.35)

onde as matrizes C, € R™*" e D, € R™*™ podem ser construidas como

4 On Xm
cZ:[Q ] Dzz[a ] (7.36)
Oana Rz
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Neste caso, as matrizes diagonais Q, € R™" e R, € R™*™ contém as penalidades na

energia de cada estado e entrada de controle do sistema.

A fungao de custo Hs na forma discreta é expressa conforme

o
2
Jo = |lz[k]ll3= D_ 2" [k] z[k] . (7.37)
k=0
Para resolucao do problema de estabilidade do sistema, sera desconsiderado o vetor
de entradas exégenas d,[k], assim como efetuado para as sinteses no dominio continuo.

Portanto, a representacao do sistema a ser tratada é

{ %[k +1] = (Aa(a) +Ba(Na)Ka) Xalk]

(7.38)
z[k] = (C.+D:K,)Xq[K]

Assim, chega-se ao tradicional problema de controle robusto Hs no dominio dis-
creto, de mesma forma apresentada na Subse¢ao 2.4.4. Para formalizar, segue a descrigao

do Problema 7.1 e posteriormente Teorema 7.1 indicado para sua solugao.

Problema 7.1. Encontrar um ganho robusto K, tal que o sistema discreto (7.38) seja
assintoticamente estdvel para todo A\, € By, e que a fun¢io de custo Jo em (7.37) seja

minimizada.

Teorema 7.1. Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P € R™™ e

X € R™™, e uma matriz K, € R™™ que satisfacam

P P Aig+ KT Bli.) PCl +K' D]
* —p 0 <0, (7.39)
* * -1
X I
[ A] >0, (7.40)
* P

para todo i € {1,2,...,2P} e todo j € {1,2}. Entdao o sistema discreto (7.38) com K =

KP~1 € assintoticamente estdvel e a funcio de custo Jo satisfaz

Jo < x1[0] X x[0] . (7.41)

Demonstracio. A prova é equivalente ao mostrado anteriormente no Teorema 2.10. [

Os mesmos passos sistematicos para o projeto do Controlador Ressonante Trans-
formado no dominio continuo (ver Subsegao 4.4.4) sao validos também para dominio
discreto. Além disso, para visualizar como deve ser realizada a implementacgao digital do

Controlador Ressonante Transformado em um microcontrolador basta analisar a Tabela
14.
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Tabela 14 — Algoritmo discreto completo do Controle Ressonante Transformado para im-

plementacao em um microcontrolador.

Qa[k] = 0 Aglk]

e[k] = r[k] — y[k]

Ter[k + 1] = e [k] + e[k]

ch[k + 1] = xc2[k] - Qd[k] Wrg xc3[k]

«rc?)[k + 1] - ch[k] + Qd[k] Wre ch[k]

Tealk +1] = wulk] - Qalk] 2wrg Tc5]K]

Tes|k + 1] = xslk]  + Qulk] 2wrg Tey[ K]

xc(nc,l) [/ﬂ + 1] = xc(ncfl)[k] — Qd[k] NpWerg xc(nc)[k]

Temolk +1] = Temylk]l  + Qalk] npwrg Tepn,—1) (K]

ul[k] = K(l,l) T [k] + K(lyg) .I‘Q[k?] + +
Kc(l,l) xcl[k'] + Kc(l,l) $c2[k] + +

UQ[k] = K(Q,l) Tt [k] + K(272) .Tg[k'] + +
Kc(2,1) Icl[k] + Kc(2,1) ch[k] + +

um[k:] = K(m,l) ml[k‘] + K(mg) X9 [k?] -+ +
Kc(m,l) xcl[k:] + Kc(m,l) 3702[]{:] + +

4 Qulk] Erg €[]

+ Qulk] kg €[]

+ Qd[k] krg e[k]
Kamyzmlk] — +
Kc(l,nc) xc(nc) [k]

Komzmlk]  +
Kc(Q,nc) Te(ne) [k]

Kmmyxmlk]  +
Kc(mm,c) xc(nc) [k]

7.3 Controlador Repetitivo Transformado Discretizado

Esta secao apresenta a definicao do Controlador Repetitivo Transformado Discre-

tizado, focando na definicao das equacoes de diferenga do controlador e do observador do

atraso, além da sintese robusta no dominio discreto.

7.3.1 Equacao de Diferenca do Controlador

Aplicando a discretizacao Fuler Forward para o Controlador Repetitivo Transfor-

mado definido no dominio continuo em (7.52) resulta

{ Xplk +1] = (1 — QK] ch> Xrp K] 4+ Qalk] Ky weg n{k — Td[kﬂ

k] = xnp[k] + e[k]

(7.42)

Aqui estd implicita a absor¢ao do periodo de amostragem T pelo sinal Q,4[k|, bem como

pelo atraso discreto 74[k] em amostras. Este tultimo, alids, deve ser obtido pela solucao da
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relagao (5.5), que na forma discreta torna-se
Ok] — 0]k — 7alk]] = 75 . (7.43)

O parametro w.y aqui tem a mesma conotacao do dominio continuo. Além disso, os para-
metros 79 e ky, também podem ser calculados pela mesma metodologia de compensagao

proposta no dominio continuo.

Para simplificar a notagdo do controlador serd utilizada a representagao

%[k +1] = Ao(Qulk]) xo[k] + B (Qulk]) 0|k — 7a[k]] (744
nk] = xup[k] + e[k]
onde x. € R, e os termos variantes A.(Q;) € R e B.(Qq) € R sao definidos por
Ac(Qd) =1- Qd Weo Bc(Qd) = Qd kf@ Wep - (745>

7.3.2 Equacao de Diferenca do Observador do Atraso

Para encontrar em tempo-real o valor de 74k] que soluciona a relacao (7.43) é
proposta a discretizacao do observador desenvolvido para o dominio continuo, da mesma

maneira que foi realizada a discretizagdo da dinamica do controlador.

Primeiramente, é possivel escrever o sinal de erro de observacao e.(t), original-

mente na forma continua em (5.8):
&[] = O[k] — 0|k — 7alk]| — 75 . (7.46)

Aplicando agora a discretizacao FEuler Forward no modelo de observagao em malha-
fechada em (5.12) resulta

B B Qk] + ae.[k] i
Tlk+ 1] =T, (1 —Q{k - Td[kﬂ ) + 7k, (7.47)

Substituindo Q[k] por Qu[k] = T Q[k] é possivel escrever:

_ k] + age- K] _
Tk +1] =T, (1 o {k —Td[k:]] ) + 7[k] (7.48)

onde ay denota ganho de realimentacao discretizado do erro:
og="Tsa . (7.49)

Substituindo agora 7[k] por T 74[k] (para absorver o periodo de amostragem) gera entao

a forma final do observador discretizado:

Qalk] + aq e[k
|k — 7alk]]

Talk +1]=1- + 7alk] . (7.50)
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Os mesmos critérios de projeto no caso continuo devem ser também considerados aqui.
Recordando, deve-se escolher um valor positivo para taxa de decaimento «, preferenci-
almente mais rapido que a dindmica do sistema. Neste caso porém, deve-se evitar que
a constante de tempo 1/a do observador seja préxima ao periodo de amostragem Ty,
para assim garantir que a aproximagao da discretizacao seja valida. Portanto sugere-se a

escolha de 0 < a < 1/Ty, ou ainda 0 < ay < 1.

A amostra de inicio da observagao ky deve ser, no minimo, o valor supremo 7y,
de 14]k], para evitar retorno temporal negativo, conforme explicado detalhadamente para
o caso continuo. Conhecido o valor minimo Q4; do sinal Q4[k], entdo pode-se determinar

Tasup Pela equacao:

Tdsup = Vﬂ - (7.51)

Qa1

7.3.3 Sintese Robusta no Dominio Discreto

Aqui serd mostrada uma metodologia de sintese robusta no dominio discreto vi-
sando determinar pardmetros de realimentacdo K € R™*" e K, € R™*! para uma lei de
controle na forma (7.23). Serdo seguidos os mesmos passos empregados para sintese do
Controlador Ressonante Transformado Discretizado, porém agora leva-se em consideracao

adicionalmente a prova de estabilidade para o atraso de transporte na malha de controle.

7.3.3.1 Representacao Politépica Discreta do Controlador

Considerando a limitacao Q4[k] € Ba, = [Q41, Qo] ¥V k > 0 é possivel representar o

Controlador Repetitivo Transformado no formato politépico

{ x kb +1] = A.(A) x[k] +Be(Ae) n[k — Td[kﬂ (7.52)
nlk] = x[k] + e[k]
onde os coeficientes incertos do modelo sdo
2
[Ac()‘c) Bc(/\c)} = Z)‘Cj [ch Bcj} (753)
j=1
para A.; e B.; obtidos através de
Acj = Ac(Qa;) = QjWep s Bej = Be(Qu;) = Quj g - (7.54)

para j € {1,2}. Segue ainda que X € B,_, onde este conjunto esta definido em (7.26).

7.3.3.2 Modelo Aumentado Discreto do Sistema

Considere %, € R" (n, = n+ 1) como o vetor aumentado de estados do sistema

seguindo a mesma definicdo de (7.28) e d, € R* como o vetor aumentado de entradas
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exdgenas definido por
d[k]
do[K] = |a[k — 7lk]] | - (7.55)
r[k]

Entao a dindmica aumentada do sistema pode ser descrita por

xlh+1] = AA\) %[k + Ara(Na) %a |k — 7alk]] +

o)X (7.56)
Ba(Aa) U.[k?] + B'ra()‘a) u[k - Td[kﬂ + Bda(/\a) da[k] :

onde \, € B,,, conforme (7.30), e as matrizes incertas denotam
[A.(0) Ara(A) Ba(Aa) Bro(ha) Bau(Ao)| =

2P 2
>3 M) [Aagis) Aragy Ba Brag) Baatiy) -

i=1j=1

(7.57)

Os vértices Ay j), Ara(j), Bu(Aa), Bro(Aa), € Bia(i ;) S30 construidos por

Ai 0n><1 Onxn 0n><1
Aa i) — ) ATa N ’
(4,4) [ ] () {—B c B

cj cj

Onxm
) B‘ra(j) = |: :| ) (758)

Bda (i)

I

— 1

o

I

S

o

S

X

-

o

S

X

-
1

parai € {1,2,...,2P} e j € {1,2}.

Incluindo por fim a lei de controle (7.33) resulta na dindmica em malha-fechada

do sistema aumentado:

xlk+1] = (Aa(Na) + Ba(Na) Ko ) Xo[H] +

(Ara(h) + Bra(Aa) Ka) %o [k = 7ulk]] + Bua(a) dalk] . (7.59)

7.3.3.3 Critérios de Estabilidade e Desempenho no Dominio Discreto

Sera apresentado aqui uma forma para sintese robusta H, de sistemas discretos
sujeitos a atraso de transporte variante no tempo. Considere a mesma funcao de custo J, =
||z[K]||3, bem com a mesma defini¢ao da saida de desempenho z[k] da metodologia anterior
relacionada ao Controlador Ressonante Discretizado. Considere também o descarte de
d,[k], visto que serd trabalhado com a estabilidade assintdtica interna do sistema. Dadas

estas ressalvas, a representacao empregada para sintese é

{ %alk +1] = (Aa(M) +Ba(Na) Ka) %alk] + (Ara(Na) + Bro(Na) Ka) %o [k — 7a[K]]
2] = (C.+D.K,)xa[k]
(7.60)
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O Teorema 7.2 na sequéncia representa a forma discreta do Teorema 5.1 (referente
ao método de Razumikhin no dominio continuo), apresentando a solugao para o Pro-
blema 7.2. Agora nao sera apresentada a op¢ao de sintese pelo abordagem de Lyapunov-
Krasovskii, visto que no caso discreto a formulacao com o funcional quadratico “simples”
de Lyapunov-Krasovskii so é factivel quando o atraso de transporte é invariante (FRID-
MAN, 2014)'. Para contornar este problema é necessdrio emprego de transformacoes de
modelo e funcionais extendidos de Lyapunov-Krasovskii. A aplicacdo de tais abordagens
esta fora do escopo do presente trabalho, remanescendo como uma possivel investigacao

em trabalhos futuros.

Problema 7.2. Dado um valor w.g € R, determinado a priori, encontrar um ganho
robusto K, de forma que o sistema discreto (7.60) seja assintoticamente estdvel para todo
Aa € By, para qualquer sinal 74(k] satisfazendo 74 € 72 e tal que a fungdo de custo Jp em

(7.37) seja minimizada.

Teorema 7.2. Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P € R " ¢

X € R"*%  yma matriz K, € R™" e um escalar positivo B € R?% que satisfacam

(B—1)P 0 f’A;(m) +K;B;(i) PCl + KD}
* —8P  PA’ . +K'BT . 0
B Ta(j) - CaTTa()) <0, (7.61)
* * —P 0
* * * -1
X I
[ A] >0, (7.62)
* P

para todo i € {1,2,...,2P} e todo j € {1,2}. Entdo o sistema discreto (7.60) com K, =
K, P~' € assintoticamente estdvel para todo \ € By, para qualquer sinal Talk| que satisfaca

T4 € 2. Também, a funcao de custo Jp satisfaz
Jo < x,[0] X %,[0] (7.63)

quando x,[0] # 0 e x,[k] =0V k < 0.

Demonstrag¢io. A prova segue de maneira similar ao caso continuo, conforme apresentado
no Teorema 5.1. Com base no critério de estabilidade segundo Lyapunov-Razumikhin, se

existir uma fungao de Lyapunov quadratica V(x,[k]) que satisfaca

AV(x,[k]) < =5 (V(xa[k]) — V(g [k — Td[k]])) (7.64)

Para compreender de forma intuitiva este problema, lembre que o critério de estabilidade pelo fun-
cional simples continuo de Lyapunov-Krasovskii era factivel para 7(¢) < 1. No dominio discreto essa
restricdo torna-se A7y[k] < 1, que s6 é satisfeita quando 74[k] é invariante pois nao é possivel realizar
incrementos menores que 1.
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para um escalar positivo 3, entao o sistema discreto (7.60) é assintoticamente estavel para
qualquer sinal de atraso 75 € Z% (FRIDMAN, 2014). Refor¢ando ainda o a condicao

AV(x,[K) < —5<V(Xa[/f]) v (xafk - m[k]])> ~ 2{k]" 2[4 (7.65)

implica (ao somar a inequacao de k = 0 até k — o0o) que

2kl < Vo)) + ﬁki (v(xa[k ) - v(xaw))
(7.66)

onde 74, denota o valor supremo de 74(k|. Definindo V(x,[k]) = x][k] P x,[k], segue que

-1
|z[K]|[5< % [0]Px,[0] + 8 D %[k Pxy[k] (7.67)
k=—Tdsup
entao verifica-se que
||z [k]]|5< x5[0] P x,[0] (7.68)

quando x,[0] # 0 e x,[k] =0V k < 0.

Realizando a diferenca AV(x,[k]) em (7.64) conforme a dindmica do sistema resulta

e aplicando o complemento de Schiir resulta

(B—1)P 0 Al (Aa) + KBl (Aa) C. +K;D:
—BP AT (\)+K'BL (), 0
* 5 Ta( ) + a ‘ra( ) <0. (7.69)
* * —P 0
* * * —1

Entdo pré- e pés-multiplicando a relagao (7.69) por diag{P~!,P~1 I I} e substituindo:

pP=pP'!, K,=K,P!, (7.70)
resulta em
(B—1)P 0 PAT(M\,) +K'BI()\,)  PCI+K'D!
* —BP  PAT (\)+K'BT (\, 0
B Ta( ) +,\ a Ta( ) < 0 , (771>
* * —P 0
* * —1I
Por argumentos de convexidade, se a relacao (7.71) for satisfeita para todoi € {1,2,...,2°}

e todo j € {1,2}, entdo (7.61) também satisfaz para todo A\, € B,,.
Aplicando também a troca de varidveis na inequagao (7.68) resulta
[lz[k][[5 < x4 (k] P~ xa[k] (7.72)

Mas definindo X = X" > P~! (conforme (7.62) pelo complemento de Schiir) produz a
relagao (7.63). O
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Para efetuar o projeto do Controlador Repetitivo Transformado Discretizado pode-
se utilizar os mesmos passos ja descritos anteriormente na Subse¢do 5.5.4 para o caso
continuo. Neste caso deve-se porém empregar o Teorema 7.2 para solugao dos problemas
de otimizagao. Foi organizada também a Tabela 15 para ilustrar de forma genérica como

deve ser realizada a implementacao digital do Controlador Repetitivo Transformado.

Tabela 15 — Algoritmo discreto completo do Controle Repetitivo Transformado para im-
plementagdo em um microcontrolador.

0[k] = o ¢[k]

Q4[k] = 0 Ag[K]

b1 Qulk] + aq (0[] — 0k — 7alk]| — 79) ]
Qulk — 7alk]|

e[k] = r[k] — y[K]

Nk} = c[k] + e[k]

zelk + 1] = (1= Qulk] wep) we[K] + Qulk] wep kg n [k — 7alk]]

Ui [k] = K(l,l) T [k] -+ K(LQ) i) [k] + ... + K(l,n) x(n) [k] —+ Kc(l,l) $C[k]
U9 [k] = K(Q’l) Al [k?] -+ K(272) ) [k] + ...+ K(27n) I(n) [k] + Kc(2,1) ZEC[I{?]
um[k] = K(m,l) T [k’] + K(m’g) {EQ[k‘] + ... + K(m,n) T (n) [k‘] + Kc(m,l) :L’C[k]

7.4 Resultados Experimentais

Nesta secao serao apresentados resultados referentes a implementacao pratica di-
gital dos Controladores Ressonante e Repetitivo Transformados, utilizando a metodologia
desenvolvida anteriormente. Este experimento tem objetivo de realizar validacao pratica
das estratégias de controle propostas neste trabalho, visto que até o momento foram

demonstrados somente resultados de simulacoes.

Primeiramente sera descrita a bancada experimental utilizada, logo apés sera apre-
sentado o modelo identificado do sistema. Entao serda detalhado sobre o projeto dos con-

trolador e, por fim, sera realizada analise e discussao dos resultados.
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7.4.1 Descricao da Bancada Experimental

A Figura 55 mostra um retrato da bancada experimental utilizada. O dispositivo
controlado é um motor de corrente continua Polulu (modelo 37Dx57L), com reducao
de engrenagens metdlicas de relagao 131:1. Este motor ja possui um encoder diferencial
acoplado de 64 pulsos por volta que, incluindo a relacao de reducao, totaliza uma resolucao
de 8400 pulsos por revolugao do eixo do motor. Para comandar a tensao na armadura
deste motor foi utilizada uma ponte-H LMD18200T de corrente maxima 3 A e tensao

maxima de 55 V. A tensao de alimentacao considerada foi de 12'V.

Figura 55 — Foto da bancada experimental utilizada.

Uma placa de interface programével Arduino DUE equipada com um microcon-
trolador ATMEL SAM3XS8E (processador ARM Cortex-M3 de 84 MHz) realiza o pro-
cessamento digital dos sinais envolvidos. Este modulo recebe como entrada a leitura do
encoder e gera como saida o sinal de comando da ponte-H, assim estabelecendo um sis-
tema em malha-fechada. Nesta placa Arduino, portanto, foram carregados os algoritmos
de controle avaliados. Para garantir a correta amostragem dos dados, foi programada uma
interrupc¢ao com intervalo fixo de Ty = 0,01s para o computo do sinal de controle. Para
tratar a leitura do encoder foi utilizada a biblioteca Encoder.h disponivel no ambiente
de programacao do Arduino. Esta biblioteca ja inclui a interrupcao e as rotinas para

contagem dos pulsos gerados pelo encoder.

Para produzir um torque de disttrbio no eixo do motor foi utilizado um bracgo
articulado conforme mostrado na Figura 55. Nesta estrutura foi montada uma massa de

1,5kg. Esta configuracdo é capaz de produzir um torque dependente da posi¢do angular
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do motor, assim originando uma perturbacao de periodo variante no tempo caso a rotacao

seja variavel.

7.4.2 ldentificacdo do Modelo do Sistema

Para identificar a dindmica do sistema primeiramente foi estabelecido um modelo
discreto com parametros desconhecidos a priori. Posteriormente foi realizado um ensaio de
resposta ao degrau, entao a resposta do modelo foi comparada com a resposta deste ensaio
para identificar os parametros. As equagoes consideradas do modelo estao organizadas em
(7.73) e (7.74). Além disso, foram organizadas as Tabelas 16 e 17 respectivamente com

lista de simbolos e parametros do modelo.

o[k +1] = xo[k] + x1[A]
xilk+1] = axi[k]+ bulk] + bgd[k]
N — (7.73)
dfk] = pa (%’o[k])
pa(§) = sen <]2V7Tf> (7.74)

Tabela 16 — Lista de sinais no modelo do sistemas junto com as unidades de trabalho e o
respectivo valor de conversao para o SI.

Simbolo Significado Unidade Conversao para o SI
xo[k] Posigao diferencial do eixo pulsos X270 / Nepe (rad)

x1[k] , y[k] Rotagao do eixo pulsos/amostra | xX27 /(T Nepe) (rad/s)
ulk] Sinal de controle - X Vee /255 (V)
d[k] Entrada de disttirbio - -

Tabela 17 — Lista dos parametros do modelo do sistema os respectivos valores numéricos.

Parametro | Valor Unidade
a 0,8869 —
b= gs(1—a)| 0,0469 | pulsos/amostra
Jde 0,4150 | pulsos/amostra
by 0,1885 | pulsos/amostra
T, 0,01 s/amostra
Nepe 8400 pulsos/rev
Vee 12 \Y
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Foi estabelecido que x;[k] representa o estado de velocidade angular ou rota-
¢ao do motor. Esta representa também a varidvel controlada de interesse y[k] = x[k].
Considerou-se também os estado auxiliar xo[k] representa a posigao angular do motor. A
leitura do encoder do sistema, em seu formato original, é justamente este sinal x¢[k], po-
rém na unidade de pulsos. Para este motor utilizado, ocorrem N, = 8400 pulsos durante
uma revolucao do eixo. Na verdade chama-se esta leitura de posicao diferencial, pois nao
h&a conhecimento do valor absoluto inicial, apenas da diferenca da posicao em relagao ao
valor de inicio. Para simplificar a implementacao do controlar e evitar a introdugao de
fatores de conversao de ponto flutuante, foi escolhido identificar o modelo e projetar o
controle diretamente nesta unidade de pulsos (ao invés de radianos). Portanto, estabele-
cendo que a rotacao do motor x;[k] é medida em pulsos/amostras, pode-se escrever que
x1[k] = Axglk] = xo[k + 1] — x0[k], implicando a primeira linha de (7.73).

Para descrever a evolugao xi[k + 1] procurou-se ajustar um modelo de primeira
ordem x;[k+1] = ax1[k]+bu[k]+ by d[k], onde a, b e by foram os pardmetros estabelecidos
para o ajuste. Aqui ulk] representa o sinal comando da ponte-H na faixa de 0 até 255
(visto que a placa de interface utilizada possui portas de saida PMW de 8 bits). Esta
escala mapeia linearmente a tensao média entregue a armadura do motor, de 0V até
Ve = 12V. O sinal d[k] aqui denota o distturbio introduzido pela carga, modelado em
fungao da posi¢ao angular do motor: d[k] = pa(xo[k]). Para identificagdo do sistema, foi
atribuida uma func@o senoidal para py(§) (de periodo T}, = N,,.) conforme a equacao
(7.74).

Figura 56 — Comparacao entre os dados do ensaio do sistema e o modelo identificado. O
valor final do degrau de entrada ¢ u[k] = 140 para k > 50.

80
)
—
17 60r
g
=S @ 400
=3
2 —leitura real do sensor|
— 20r . e .
a —modelo identificado
-~ 0 | | | |
0 50 100 150 200 250 300

k (amostra)

Para encontrar a, b e by, primeiramente foi identificado o ganho DC g,4. da entrada
de controle u[k] para a saida y[k] pela andlise direta da resposta ao degrau obtida. Assim
pode-se expressar que b = g4. (1 —a), reduzindo o espago de procura para dois pardmetros:
o polo do sistema a e o ganho b, da entrada de disturbio. Realizando uma varredura para
este coeficientes a e by e comparando as respostas do modelo e do ensaio, chegou-se aos

valores mostrados na Tabela 17. A Figura 56 compara a resposta do ensaio com o modelo
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identificado. O sinal de entrada considerado é um degrau de valor final uk] = 140 para
k > 50.

O modelo na forma padrao, conforme apresentado em (7.7), foi organizado sim-
plesmente por A = a, B=10,B; = b;, C =1,D = 0 e D; = 0. Apesar da metodologia
apresentada permitir o uso de parametros incertos, foi escolhido trabalhar com um mo-

delo invariante no tempo de parametros supostamente conhecidos.

7.4.3 Configuracoes dos Controladores

Seguindo a notagao d[k] = pa(¢[k]) utilizada para definigdo dos Controladores
Transformados, neste exemplo verifica-se ¢[k| = xo[k] e que T, = N,y ¢ 0 periodo desta
funcio pq(€). E ficil notar ainda que A¢[k] = x1[k]. Portanto ao escolher um sinal de
transformagao 0[k] = pxolk| e sua respectiva diferenga Qqk] = ox1[k], representa-se o
sinal de distirbio no dominio-f com um periodo fixo de Ty = 90 Ney.. Foi escolhido deixar
o = 1 para que neste exemplo para que dominio-6 seja obtido diretamente pelos pulsos da
contagem do encoder. Visto entao que Ty = 8400 pulsos/rev, a frequéncia-f fundamental
dos sinais neste dominio-6 é wyy = (27 rad/rev)/Ty = 7,48 10~*rad/pulso. Este valor é

importante para configuragao correta dos Controladores Transformados.

Uma analise comparativa foi realizada entre as arquiteturas de controle listadas na
sequéncia. Basicamente sera seguido o mesmo layout comparativo empregado no Capitulo

6 (Aplicagao para Turbinas Edlicas).

A faixa de valores de x;[k] ao qual serd garantido o desempenho dos Controla-
dores Ressonante e Repetitivo Transformados foi escolhida entre 40 pulsos/amostra e 80
pulsos/amostra. Estes representam os respectivos limites minimo Q4; € maximo Q45 con-
siderados para o calculo do sinal de transformacao Qu[k]. Em unidades do SI, esta faixa
de velocidade angular considerada ¢é [2,9920, 5,9840] rad/s. Em relacao aos Controladores
Ressonante e Repetitivo tradicionais a serem comparados foi escolhido o valor nominal de

rejeicao Q4,, = 60 pulsos/amostra, que equivale a 4,4880rad/s.

e (CB.1) Controlador Bésico de Referéncia — E a estratégia de controle usual que serve
como base para avaliacao dos resultados. A lei de controle consiste na realimentacao
do estado da planta e do estado integrador do erro. As penalidades consideradas para
sintese sao R, = 1000, Q, = diag{Q.,Q.}, Q. = 1 e Q. = 10.

e (CB.2) Controlador Béasico com Ganho Alto — E a mesma configuracio de controle
de (CB.1) porém sintetizado com uma penalidade inferior na energia do sinal de
controle (R, = 1) objetivando a producdo de uma realimentagdo agressiva para

atenuacgao do disturbio.
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e (CRST.n;) Controlador Ressonante Transformado com nj, modos harménicos — Se-
gue a metodologia proposta na Secao 7.2. Considera a frequéncia-f fundamental
de ressonincia como w,g = wog = 7,48 10~* rad/pulso. Foi definido aqui também
k.o = 1/Q4,. As penalidades consideradas sao R, = 1000, Q, = diag{Q,,Q.}, Q- =1
e Q. =107, , n. =1+ 2ny,.

e (CRS.ny) Controlador Ressonante tradicional com nj;, modos harménicos — E o caso
particular de CRST.n;, para Q4[k] mantido constante no valor de rota¢do nominal
Qq4, = 60 pulsos/amostra. Pelas relagoes de equivaléncia, sua frequéncia usual de
ressonancia é w,, = Qu, wrg = 0,04488 rad /amostra e o ganho na entrada ¢ k,., =
Qap krg = 1.

e (CRPT) Controlador Repetitivo Transformado — E o controlador proposto na Se-
¢do 7.3. Considera uma frequéncia-¢ de corte do filtro passa baixas de w.y =
0,003 rad/pulso (isto é: cerca de 4dwpy). Os pardmetros compensados calculados
neste caso sdo 7y = 8073,32 pulsos/rev e ky, = 1,0306. Assim, o atraso supremo
em amostras deve ser 74, = 202amostras. A taxa decaimento do observador do
atraso foi escolhida como a = 1, isto equivale a ag = aTy, = 0.01 na forma discreta.

As mesmas penalidades de CB.1 foram aqui consideradas.

e (CRP) Controlador Repetitivo tradicional — E o caso particular do Controlador
Repetitivo Transformado para Q4[k] mantido constante no valor de rota¢do nominal
Q4, = 60 pulsos/amostra. Utilizando as relagbes de equivaléncia, este controlador
considera a frequéncia usual de corte do filtro de w,,, = Q4,, wep = 0,18 rad/amostra,
um atraso nominal de 74, = 79/Qq, = 135amostras e o ganho do filtro de kg, =

ks, = 1,0306. Considera também as mesmas penalidades de CB.1.

Os controladores CRS.n;, e CRST.ny, foram projetados para ny, € {1,2}, visto que

nao foi verificada vantagem para niimeros superiores de modos harmoénicos.

A sintese robusta dos ganhos de realimentagdo K, foi realizado independente-
mente para cada estratégia, utilizando as penalidades descritas anteriormente. Para os
controladores sem atraso de transporte foi utilizado o Teorema 7.1, enquanto que para
os controladores com atraso de transporte foi empregado o Teorema 7.2 para sintese. Os
ganhos de realimentacao obtidos para cada estratégia estdao organizados no Apéndice 1.
No caso de CRPT, foi encontrou-se g = 0,1780 como 6timo para melhor minimizagao da

norma Hs. Ja no caso de CRP, o valor 6timo encontrado foi de § = 0,1649.

O tempo total de execucao foi determinado como 60s, ou seja: 6000 amostras. O

sinal de referéncia r[k] foi programado pela filtragem de um sinal de degrau composto
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Taeg|k] definido como

76 pulsos/amsotra 0 <k <2000
Taeqg[k] = { 44 pulsos/amsotra 2000 < k < 4000 - (7.75)
60 pulsos/amsotra 4000 < k£ < 6000

O sinal de referéncia final r[k| foi obtido pelo seguinte filtro discreto de primeira ordem:
rlk + 1] = ayr[k] + (1 — ay) Taey[k] , (7.76)

onde ay = 0,998 foi o polo discreto considerado do filtro. Para inicializa¢ao dos Controla-
dores Transformados, o pardmetro variante Q4[k| foi mantido no valor minimo de projeto,
isto é, Qq[k] = Qa;. Apls x1[k] > Q41, entdo, foi utilizada a relagao correta Q4[k] = x;[k]

que garante a transformacao dos controladores.

7.4.4 Analise e Discussao dos Resultados

A resposta obtida pelo controlador CB.1 esta mostrada na Figura 57. Uma grande
oscilagao pico-a-pico de quase 20 pulsos/amostra pode ser observada na resposta y[k],
devido a presenca do disturbio no sistema. Claramente nota-se aqui a variagao do pe-
riodo das oscilagoes, de acordo com a rotagdo do motor. Visto que CB.1 contém apenas
integrador, espera-se desta abordagem apenas a garantia da convergéncia do valor médio
saida para a o valor de referéncia. Este resultado esperado pdde ser observado na resposta

experimental mostrada na Figura 57.

Na sequéncia, a Figura 58 compara as respostas dos controladores CRS.1 e CRST.1.
O resultado obtido é muito similar aos resultados de simulacao discutidos anteriormente
neste trabalho. O controlador CRS.1 demonstra uma significativa degradacao de desem-
penho quando rotagao do motor nao esta préxima do valor nominal de 60 pulsos/amostra,
ja CRST.1 mantém o mesmo desempenho apds sua acomodagao da faixa de interesse entre
40 e 80 pulsos/amostra. Utilizando apenas um modo harmonico, foi possivel ainda notar
presenca de um erro residual. Através de uma analise grafica pode-se concluir que este resi-
dual apresenta metade do periodo original do distirbio, o que indica que este erro deve-se
a presenga de uma segunda harmonica na fun¢ao pg(€) do distturbio. Visando eliminar
este erro residual, foram avaliados também os controladores CRS.2 e CRST.2 conforme o
resultado mostrado na Figura 59. Agora nota-se que CRST.2 mantém uma resposta em
regime praticamente livre de oscilagoes. No caso de CRS.2 este mesmo desempenho sé

ocorre quando y[k] estd muito préximo ao valor nominal, conforme esperado.

A Figura 60 adiante compara os controladores CRP e CRPT. Pode-se notar que
CRP, apesar de apresentar um desempenho de rejeicdo adequado para a rotagao nominal,

apresenta uma perda desempenho consideravel quando fora de sincronia. Por outro lado
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Figura 57 — Sinal de saida y[k| e o sinal de controle ulk] gerado pelo controlador CB.1.
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Figura 58 — Comparacao da saida y[k]| e do sinal de controle u[k] entre os controladores
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Figura 59 — Comparagao da saida y[k| e do sinal de controle u[k] entre os controladores
CRS.2 e CRST.2.
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CRPT mantém uma resposta praticamente livre de oscilagoes durante o regime perma-
nente, mostrando um desempenho muito similar a CRST.2. E notével contudo que CRPT
apresenta um tempo de acomodagao mais longo que CRST.2, caracteristica que corrobora

com os resultados de simulacao discutidos anteriormente.

Por fim foi realizada a comparacao de CRPT e CRST.2 perante ao controlador
CB.2 sintonizado com baixa penalidade na entrada de controle. Conforme mostra a Figura
61, CB.2 é capaz atingir um resposta em regime comparavel aos controladores CRPT
e CRST.2, visto que a caracteristica transitéoria mais rapida reduz também o residual
em regime permanente. B importante ressaltar que CB.2 ndo é capaz (teoricamente) de
atingir o erro nulo em regime permanente, assim como CRPT e CRST, tendo sempre um
nivel residual associado. Neste exemplo experimental contudo nao ha como diferenciar
oscilagoes na rotagao inferiores que 1 pulso/amostra, o valor de quantizacao do sensor do

sistema.

Por outro lado, apesar de CB.2 mostrar um desempenho adequado ao analisar o
sinal de saida y[k], observa-se que seu sinal de controle u[k] (ampliado na Figura 62) sofre
uma demasiada oscilacao por causa da realimentacao agressiva. Em contraste, o sinal
de controle das estratégias propostas mostram-se muito mais suaves. Esta observacao
comprova que a estratégia de realimentacdo com ganhos altos apresenta uma eficiéncia

muito inferior a CRST.1, CRPT.1, pois demanda energia de controle consideravelmente
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Figura 60 — Comparacgao da saida y[k], do sinal de controle u[k| e do atraso 74[k] entre os

controladores CRP e CRPT.
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Para comparar de forma numérica o desempenho dos controladores testados foi

montada a Tabela 18 com valor RMS do sinal de erro e[k] e da variacdo do sinal de

controle Aulk]. A janela de amostras considerada foi de 1500 até 6000, para assim des-

cartar o tempo de acomodagao inicial dos controladores. Fica evidente a vantagem das

estratégias propostas CRPT e CRST.n; em comparagao as suas versoes tradicionais CRP

e CRS.ny, visto que o cenario experimental apresentou variagoes no periodo da pertur-

bacao. Além disso, verifica-se aqui que o valor efetivo do erro dos controladores CRST.2

e CRPT é menor que o de CB.2, mesmo com uma variacao efetiva do sinal de controle

consideravelmente inferior.
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Figura 61 — Comparacao da saida y[k] e do sinal de controle u[k] entre os controladores
CB.2, CRST.2, CRPT.
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Figura 62 — Ampliacao do sinal de controle ulk| na Figura 61.

180

60- | CB.2 ——CRPT ——CRST.2

| | | | | | | | |
3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 4400 4600 4800 5000
k (amostra)

7.5 Comentarios Finais

Este capitulo apresentou uma metodologia de discretizacao para a implementagao
dos Controladores Ressonante e Repetitivo Transformados no dominio do tempo discreto,
bem como métodos sistematicos de sintese destas topologias de controle discretizadas. Os
resultados praticos experimentais em um motor de corrente continua sujeito a uma carga
excéntrica comprovaram as vantagens das estratégias de controle propostas neste trabalho

em relagao as estratégias tradicionais comparadas, conforme resumido na Tabela 18.
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Tabela 18 — Valor efetivo (RMS) do sinal e[k] e da variagao do sinal de controle Au[k| da
amostra 1500 até 6000, para todos os controladores testados no experimento.
As estratégias propostas estao demarcadas em negrito.

Controlador | RMS de elk| (pulsos/amostra) | RMS de Aulk] (=)
CB.1 3,9472 0,8466
CB.2 0,5697 8,9187
CRS.1 2,5300 1,0568
CRS.2 2,4276 1,4055
CRST.1 0,9620 1,3587
CRST.2 0,4531 2,1634
CRP 2.4580 2.5154
CRPT 0,5289 2,6402




177

8 Conclusoes e Perspectivas

Este trabalho propos metodologias de controle que contemplam o seguimento de
sinais de referéncia e/ou sinais de distirbio periédicos, onde o periodo é variante no
tempo. A estratégia desenvolvida de Controle Transformado é baseada na definicao de
um dominio-f, onde os sinais de interesse podem ser representados com periodo cons-
tante. Foi demonstrado no Capitulo 3 que neste dominio virtual os controladores podem
ser projetados com base no PMI para garantir o seguimento e/ou rejeicao dos sinais em
contexto. Além disso, a formulacao realizada mostrou que pode-se transpor a represen-
tacao dindmica destes controladores do dominio-f para o dominio do tempo tradicional,
permitindo o uso de métodos tradicionais de implementacao e sintese de controle. Esta
ideia central do trabalho foi explorada em relagdo as topologias de Controle Ressonante
e Repetitivo, originando os Controladores Ressonante e Repetitivo Transformados. Os
Capitulos 4 e 5 abordaram estas estratégias propostas de controle, onde metodologias de
sintese foram estabelecidas. Nestes mesmos capitulos, exemplos numéricos demonstraram
a funcionalidade das estratégias propostas e, principalmente, ressaltaram as vantagens
dos Controladores Transformados em relagao as abordagens tradicionais de Controle Res-

sonante e Repetitivo em aplicacdes com sinais de periodo variante no tempo.

Na sequéncia do trabalho, o Capitulo 6 apresentou o emprego dos Controladores
Transformados para turbinas edlicas visando a reducao de cargas mecanicas periddicas nas
pas destas estruturas. Os resultados de simulagao mostraram que, em relacao as estratégias
tradicionais, os controladores propostos sao eficazes para reducao das oscilagoes nas forcas

tensores das pas, mesmo quando o regime de rotagao da turbina é variavel.

Ao final da dissertacao, o Capitulo 7 apresentou metodologias de projeto e imple-
mentacao digital dos Controladores Transformados no dominio do tempo discreto. Com
base neste 1ltimo desenvolvimento, pode-se avaliar os Controladores Transformados atra-
vés de uma aplicagao experimental com um motor de corrente continua sujeito a uma
carga excéntrica. Os resultados praticos obtidos foram semelhantes aos resultados das
aplicagoes simuladas realizadas previamente, comprovando a funcionalidade e eficacia da
estratégia de controle proposta do contexto de rejeicao/seguimento de sinais com periodo

variante no tempo.

8.1 Perspectivas para Trabalhos Futuros

H&a uma vasta perceptiva para o desenvolvimento de trabalhos futuros relacionados
a esta dissertacao. Em relacao a teoria do dominio-6 disposta no Capitulo 3, deve-se estu-

dar a abrangéncia da formulacao realizada procurando encontrar novas aplicacoes praticas
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que encaixam-se neste contexto. Em relacao ao desenvolvimento dos Controladores Resso-
nante e Repetitivo Transformados, nos Capitulos 4 e 5, é sugerido para pesquisas futuras
o refinamento da metodologia de sintese apresentada, procurando incluir, por exemplo, a
garantia de estabilidade para a presenca de atuadores saturantes, contexto ao qual po-
dem ser investigadas metodologias anti-windup (CAO; LIN; WARD, 2004). Em relacao
ao critério de desempenho para sintese, também podem ser encorporadas fungoes de custo
H~, para assim considerar a minimizacao do efeito de componentes nao-harmonicas dos
sinais de referéncia/disturbio na saida do sistema. Em relagao ao Controlador Repetitivo
Transformado, é fundamental investigar novas condicoes de estabilidade menos conserva-
doras para tratar o atraso de transporte variante no tempo, empregando, por exemplo,
alguns dos resultados indicados em FRIDMAN; NICULESCU (2008). Em relagao a este
mesmo controlador, é sugerida a investigacao de filtros passa-baixas de ordem superior,
oferecendo graus de liberdade para aplicacdo da metodologia proposta de compensacao

em frequéncia-f para multiplas frequéncias harmonicas de interesse.

Além das arquiteturas apresentadas nos Capitulos 4 e 5, novas estratégias de con-
trole podem ser desenvolvidas com base na teoria de transformacao do dominio-6 para o
dominio do tempo. Uma ideia proposta neste sentido ¢ a transformacao de Controladores
Ressonante e Repetitivo combinados em uma tnica topologia (SALTON et al., 2013b),
assim permitindo unir a rapida resposta transitéria caracteristica do Controle Ressonante
com o baixo residual em regime permanente caracteristico do Controle Repetitivo. Outra
ideia para trabalhos futuros é a formulacao transposta da estratégia de Controle Repeti-
tivo de Alta Ordem (STEINBUCH; WEILAND; SINGH, 2007), visando assim mesclar a
robustez desta topologia para incertezas no atraso sintonizado com a adaptabilidade dos

Controladores Transformados para amplas variacoes no periodo dos sinais.

Em relacao a aplicacdo dos Controladores Transformados para turbinas edlicas,
¢ fundamental investigar metodologias de sintese que garantem a estabilidade robusta
do sistema mesmo para grandes desvios das varidveis do sistema entorno das condigoes
de equilibrio e, além disso, para rapidas mudancas no ponto de equilibrio do sistema.
Outro aspecto importante a ser considerado futuramente é a avaliacao dos controladores
propostos utilizando o pacote FAST (Fatigue, Aerodynamics, Structures, and Turbulence)
(FADAEINEDJAD; MOALLEM; MOSCHOPOULOS, 2008) para simulagdo mais precisa
da dindmica da turbina edlica, visando assim a obtencao de resultados mais préximos a

aplicagao real.

No ambito de projeto e implementacao em tempo discreto, abordado no Capitulo
7, deve ser analisada a possibilidade de realizar a formulacao discreta do dominio-6 e a
obtencao de relacoes de transformacao direta para o dominio do tempo discreto. Desta
forma, seria possivel a definicdo de controladores discretos para o tratamento de sinais

discretos de periodo variante, sem empregar aproximacoes de discretizacao.
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Apéndice 1 - Ganhos de Realimentacao

Referente ao Capitulo 4 (Controlador Ressonante Transformado), na Segao 4.5

(Exemplo Numérico 1: Inversor de Frequéncia):

K, = |—187,7098 —108,3665 99,2044 226,5535 —91,8663} .

Referente ao Capitulo 4 (Controlador Ressonante Transformado), na Segao 4.6

(Exemplo Numérico 2: Motor de Corrente Continua):

e 1 modo harmonico:

K, = |-609,8936 —101,0433 573,062 846,0156 147,6220]

2 modos harmonico:

Ka:[—631,9017 —103,1173 646,3597 890,8102 90,5303

753,9887 337,7690

3 modos harmonicos:

Ka:[—655,0351 —106,2311 710,6399 928,0195 80,7782

831,0009 200,7814 741,6552 436,8370}

4 modos harmonicos:

KaZ[—697,0887 —112,2172 781,0075 976,5362 82,4571

883,2623 142,5925 856,0766 266,2565 764,2459 502,3320}

5 modos harmonicos:

Kaz[—762,1965 —121,7669 864,8733 1042,7166 89,8184
943,9917 109,4891 931,0049 185,1637 911,3105 304,8292

821,2583 550,6784
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e 6 modos harmodnicos:

K, =|—-850,8878 —134,7647 963,8002 1126,1772 101,2205
1017,5449 87,1831 1009,1728 132,4557 1006,0567 203,4239

993,6715 322,4716 912,1087 583,7213}

e 7 modos harmodnicos:

K, =1-958,8977 —149,9331 1073,4858 1220,5762 115,6625
1099,7594 70,0437 1092,8016 91,6306 1095,6235 132,2865

1100,2118 199,1591 1097,3745 319,0110 1030,7650 598,1942

e 8 modos harmodnicos:

K, = |—1080,7198 —165,9326 188,9557 1320,0045 132,2943
1186,2527 56,0041 1179,2526 57,4739 1184,1964 75,4757
1194,1464 110,6594 1206,6235 173,7674 1214,9196 294,5606

1168,1439 591,5170}

Referente ao Capitulo 5 (Controlador Repetitivo Transformado), na Sec¢ao 5.6

(Exemplo Numérico 1: Inversor de Frequéncia):

K, = [-365,0543 —170,4840 281,0159] .

Referente ao Capitulo 5 (Controlador Repetitivo Transformado), na Sec¢ao 5.7

(Exemplo Numérico 2: Motor de Corrente Continua):

K, =[~7195,6300 —641,1502 4221,9872] .

Referente ao Capitulo 6 (Aplicagdo para Turbinas Edlicas), na Se¢ao 6.5 (Re-

sultados):

e CB.1:

2,9874 0,2003 0,7960 -—0,1815 —30,6597 9,3404 9,3404
2,9874 0,2003 0,7960 -0,1815 9,3404 —30,6597  9,3404
2,9874 0,2003 0,7960 —0,1815  9,3404 9,3404  —30,6597
0,1409 0,0066 0,0001 —-0,0224 0,0348 0,0348 0,0348
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o CB.2:
2,8261 0,1819 0,7798 —0,1671 —847,0358 417,8820 417,8825
K - 2,8261 0,1819 0,7798 —0,1671 417,8820 —847,0358 417,8826
“ 2,8261 0,1819 0,7798 —0,1671 417,8825 417,8826 —847,0364
0,1336 0,0059 0,0001 —0,0218 0,0448 0,0448 0,0448
e CRS.1:
2,8708 —2,1486 0,2975 —0,1908 —30,7263 9,2738 9,2738
K - 2,8708 —2,1486 0,2975 —0,1908 9,2738 —30,7263 9,2738
“ 2,8708 —2,1486 0,2975 —0,1908 9,2738 9,2738 —30,7263
0,1648 0,0119 —-0,0011 —-0,0277 0,0636 0,0636 0,0636
—43,4922 —5,8225 12,8075 —0,3129 12,8075 —0,3129
12,8075 —0,3129 —43,4922 —5,8225 12,8075 —0,3129
12,8075 —0,3129 12,8075 —0,3129 —43,4922 —5,8225
—0,0036 0,0074 —0,0036 0,0074 —0,0036 0,0074
e CRS.2:
3,2755 —2,3753 0,3782 —0,2252 —30,7575 9,2425 9,2425
K o_ 3,2755 —2,3753 0,3782 —0,2252 9,2425 —30,7575 9,2425
‘o 3,2755 —2,3753 0,3782 —0,2252 9,2425 9,2425 —30,7575
0,1723 0,0121 —0,0011 —0,0298 0,0799 0,0799 0,0799
—43,9693 —3,2522 12,5699 —1,4293 12,5699 —1,4293
12,5699 —1,4293 —43,9693 —3,2522 12,5699 —1,4293
12,5699 —1,4293 12,5699 —1,4293 —43,9693 —3,2522
—0,0031  0,0068 —0,0031 0,0068 —0,0031  0,0068
—43,6538 —7,5207 12,0052 2,5824 12,0052 2,5824
12,0052 2,824 —43,6538 —7,5207 12,0052 2,5824
12,0052 2,5824 12,0052 2,5824 —43,6538 —7,5207
—0,0007  0,0037 —0,0007  0,0037 —0,0007  0,0037
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e CRS.3:

3,5578 —2,5048 0,4397 —0,2505 —30,7523  9,2478  9,2478
3,5578 —2,5048 0,4397 —0,2505 9,2478  —30,7523  9,2478
35578 —2,5048 0,4397 —0,2505 9,2478  9,2478  —30,7522
0,1792 0,0123 —0,0010 —0,0317 0,0918  0,0918  0,0918

—44,1596 —2,3128 12,4073 —1,8728 12,4073 —1,8728
12,4073 —1,8728 —44,1596 —2,3128 12,4073 —1,8728
12,4073 —1,8728 12,4073 —1,8728 —44,1596 —2,3128
—0,0029  0,0064 —0,0029 0,0064 —0,0029  0,0064

—44,2548 —4,2994 12,0246  1,4127 12,0246  1,4127
12,0246  1,4127 —44,2548 —4,2994 12,0246  1,4127
12,0246  1,4127 12,0246  1,4127 —44,25648 —4,2994
—0,0005 0,0035 —0,0005 0,0035 —0,0005 0,0035

—43,4542 —9,3409 11,7043  3,2108 11,7043  3,21087
11,7043  3,2108 —43,4542 —9,3409 11,7043  3,2108
11,7043  3,2108 11,7043  3,2108 —43,4542 —9,3409
~0,0004 0,0023 —0,0004 0,0023 —0,0004 0,0023



Apéndice 1 - Ganhos de Realimenta¢io

188

e CRS.4:

3,7694 —2.,5926 0,4864 —0,2707 —30,7325 9,2675  9,2675
3,7694 —2.,5926 0,4864 —0,2707 9,2675 —30,7325  9,2675
3,7694 —2.5926 0,4864 —0,2707 9,2675  9,2675  —30,7325
0,1853 0,0126 —0,0010 —0,0333 0,1015  0,1015  0,1015

44,2707 —1,8229 12,2970 —2,1204 12,2970 —2,1204
12,2970 —2,1204 —44,2707 —1,8229 12,2970 —2,1204
12,2970  —2,1204 12,2970 —2,1204 —44,2707 —1,8229
—0,0027  0,0062 —0,0027 0,0062 —0,0027  0,0062

—44,4734 —2,9474 11,9625  0,9246 11,9625  0,9246
11,9625  0,9246 —44,4734 —2,9474 11,9625  0,9246
11,9625  0,9246 11,9625  0,9246 —44,4734 —2,9474
-0,0004 0,0034 —0,0004 0,0034 —0,0004 0,0034

—44,1734 —5,8915 11,8437  1,9881 11,8437  1,9881
11,8437  1,9881 —44,1734 —5,8915 11,8437  1,9881
11,8437  1,9881 11,8437  1,9881 —44,1734 —5,8915
-0,0003 0,0022 —0,0003 0,0022 —0,0003 0,0022

—43,2673 —10,6010 11,4845  3,6204 11,4845  3,6204
11,4845  3,6204  —43,2673 —10,6010 11,4845  3,6204
11,4845  3,6204 11,4845  3,6204 —43,2673 —10,6010
~0,0003  0,0017  —0,0003  0,0017  —0,0003  0,0017
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e CRS.5:

3,9350 —2.6571 0,5230 —0,2877 —30,7066 9,2934  9,2934
3,9350 —2.6571 0,5230 —0,2877 9,2034  —30,7066  9,2934
3,9350 —2.6571 0,5230 —0,2877 9,2034  9,2934  —30,7066
0,1908 0,0130 —0,0010 —0,0348 0,1098  0,1098  0,1098

—44,3456
12,2179
12,2179
—0,0026

— 44,5949
11,9034
11,9034
—0,0003

—44,4299
11,8387
11,8387
—0,0002

—44,0803
11,7010
11,7010
—0,0002

—43,0949
11,3127
11,3127
—0,0003

~1,5227 12,2179 —2,2812 12,2179 —2,2812
—2,2812 —44,3456 —1,5227 12,2179 —2,2812
—2,2812 12,2179 —2,2812 —44,3456 —1,5227
0,0060 —0,0026 0,0060 —0,0026  0,0060

—-2,1720 11,9034  0,6465 11,9034  0,6465
0,6465 —44,5949 -2,1720 11,9034  0,6465
0,6465 11,9034  0,6465 —44,5949 —2,1720
0,0033  —-0,0003 0,0033 —0,0003 0,0033

—4,3680 11,8387  1,4491 11,8387  1,4491
1,4491 —44,4299 —4,3680 11,8387  1,4491
1,4491 11,8387  1,4491 —44,4300 —4,3680
0,0022 —0,0002 0,0022 —0,0002  0,0022

—7,0300 11,7010  2,3746 11,7010  2,3746
2,3746  —44,0803 —7,0300 11,7010  2,3746
2,3746 11,7010  2,3746 —44,0803 —7,0300
0,0016 —0,0002 0,0016 —0,0002 0,0016

—11,5612 11,3127 3,9248 11,3127 3,9248
3,9248  —43,0949 11,5612 11,3127 3,9248
3,9248 11,3127 3,9248 —43,0949 —11,5613
0,0013 —0,0003 0,0013 —0,0003 0,0013
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e CRST.1:
1,5718 —0,0171 1,5444 —0,0958 —23,7709 7,6195 7,6195
o |LTI8 00170 15446 —0,0958 7.6194 23,7709  7.6192
7 11,5718 —0,0170 1,5446 —0,0958 7,6194  7.6192  —23.7708
0,2326  0,0064 0,0015 —0,0484 0,0626 0,0626 0,0626
—53,7939 —1,8692 95,1512 4,6062 95,1512 4,6062
95,1495 4,6062 —53,7953 —1,8691 95,1486 4,6059
95,1495 4,6062 95,1487 4,6061 —53,7952 —1,8689
—0,0028 0,0455 —0,0028 0,0455 —0,0028 0,0455
e CRST.2:
2,8214 —-0,0651 0,6176 —0,2209 —22,7148 7,6253 7,6253
K - 2,8213 —-0,0651 0,6175 —0,2209 7,6253 —22,7148 7,6253
“ 2,8213 -0,0651 0,6175 —0,2209 7,6253 7,6253 —22,7148
0,4102 0,0427 —-0,0014 -0,0637 0,0737 0,0737 0,0737
—46,8239 —0,2219 10,9860 1,8782 10,9859 1,8782
10,9860 1,8782 —46,8239 —0,2219 10,9861 1,8782
10,9860 1,8782 10,9861 1,8782 —46,8238 —0,2219
0,0130 0,0115 0,0130 0,0115 0,0130 0,0115
—52,1949 -7,0143 95,2129 3,7548 95,2129 3,7548
95,2129 3,7548  —52,1949 —-7,0143 95,2130 3,7548
95,2130 3,7548 59,2131 3,7548 —52,1949 —7,0143
0,0104 —0,0031 0,0104 —0,0031 0,0104 —0,0031
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e CRST.3:

2,5552 —0,1964 0,7119 —0,2236 —22,4741 7,4779  7,4779
2,5552 —0,1964 0,7119 —0,2236  7.4779  —22.4741  7,4779
2,5552 —0,1964 0,7119 —0,2236  7.4779  T,4A7T79  —22,4741
0,3860 0,0379 —0,0020 —0,0684 0,1037  0,1037  0,1037

—48,3377 1,3599  8,9185 1,9281  8,9185 1,9281
8,9185  1,9281 —48,3377 1,3599 §,9185  1,9281
8,9185 1,9281  §8,9185  1,9281 —48,3377 1,3599
0,0198 0,0213 0,0198 0,0213 0,0198  0,0213

—55,1506 —3,6811  2,3397 2,2530 2,3397 2,2530
2,3397 2,2530  —55,1506 —3,6811  2,3397 2,2530
2,3397 2,2530 2,3397 2,2530  —55,1506 —3,6811
0,0166 0,0015 0,0166 0,0015 0,0166 0,0015

—48,8754 —9,1423  7.5405 3,968  7,5405  3,9686
7,5405  3,9686 —48,8754 —9,1423  7,5405  3,9686
7,5405  3,9686  7,5405  3,9686 —48,8754 —9,1423
0,0056 —0,0022 0,0056 —0,0022 0,0056 —0,0022
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e CRST 4:

2,4753 -0,2609 0,7510 —0,2264 -—22,2801  7,4693 7,4693
2,4753 -0,2609 0,7510 —0,2264 77,4693 —22,2801  7,4693
2,4753 -0,2609 0,7510 —0,2264  7,4693 7,4693  —22,2801
0,3791 0,0365 —0,0022 —-0,0712 0,1230 0,1230 0,1230

—49,4632 2,3138  7,4796  2,0915 7,4796  2,0915
7,4796  2,0915 —49,4632 2,3138  7,4796  2,0915
7,4796  2,0915  7,4796  2,0915 —49,4632 2,3138
0,0230  0,0257  0,0230 0,0257 0,0230  0,0257

07,4737 —2,2876 —0,1442 1,6641 —0,1443 1,6641

—0,1442  1,6641 57,4737 —2,2876 —0,1443 1,6641

-0,1442  1,6641 —0,1442 1,6641 —57,4737 —2,2876
0,0200 0,0030 0,0200 0,0030 0,0200 0,0030

—49,1469 —5,8013 7.8593  2,3159  7.8593  2,3159
7,8593  2,3159 —49,1469 —5,8012 7,8593  2,3159
7,8593  2,3159  7,8593  2,3159 —49,1469 —5,8012
0,0058 —0,0017 0,0058 —0,0017 0,0058 —0,0017

—46,7441 —10,4443 8,9803  4,2625  8,9803  4,2625
8,0803  4,2625 —46,7441 —10,4443 8,9803  4,2625
8,0803  4,2625  8,9803  4,2625 —46,7441 —10,4443
0,0029  —0,0017  0,0029  —0,0017  0,0029  —0,0017
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e CRST.5:
2,4444 —0,2777 0,7591 —0,2280 —22,1478 T7,4773 74773
K [24445 02778 07591 02280 74773 22,1478 74772
“ " |2,4444 —0,2778 0,7591 —0,2280 7,4773  TAT72  —22,1478
0,3814 0,0367 —0,0024 —0,0737 0,1340  0,1340  0,1340
—50,1717 2,8618  6,5709  2,1547  6,5707  2,1548
6,5703  2,1550 —50,1721 2,8620  6,5698  2,1550
6,5703  2,1549  6,5700  2,1550 —50,1716 2,8619
0,0250  0,0275  0,0250  0,0275  0,0250  0,0275
~59,0922 —1,5578 —1,9016 1,2765 —1,9016 1,2765
~1,9023  1,2767 —59,0927 —1,5576 —1,9026 1,2766
~1,9020 1,2766 —1,9024 1,2766 —59,0924 —1,5576
0,0226  0,0029  0,0226  0,0029  0,0226  0,0029
—49,1243 —4,3818 7,9396  1,5507  7,9396  1,5507
7,9395  1,5507 —49,1245 —4,3818  7,9393  1,5507
7,9395  1,5507  7,9394  1,5507 —49,1243 —4,3818
0,0059 —0,0018 0,0059 —0,0018 0,0059 —0,0018
—47,2066 —7,0077 9,3946  2,6339  9,3946  2,6339
9,3946  2,6340 —47,2067 —7,0077 9,3945  2,6339
9,3946  2,6340  9,3945  2,6339 —47,2066 —7,0077
0,0030 —0,0018 0,0030 —0,0018 0,0030 —0,0018
—45,6642 —11,3752 9,5329  4,5411  9,5329  4,5411
95328  4,5411 —45,6643 —11,3752  9,5327  4,5411
95329  4,5411  9,5328  4,5411 —45,6642 —11,3752
0,0018  —0,0016  0,0018  —0,0016  0,0018  —0,0016
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e CRP:
0,0651 0,0618 —0,1349 0,0021 —28,6600 11,5675 11,5675
o | 00651 00618 —0,1349 00021 115675 28,6601 11,5676
“ 0,0651 0,0618 -—0,1349 0,0021 11,5675 11,5676 —28,6601
19,6502 1,0656 —1,4966 —0,0302 —0,6977 —0,6977 —0,6977
e CRPT:
—0,2116 0,0166 —0,1830 0,0010 —41,0310 53500  5,3499
o _|02116 00166 —0.1850 00010 53500 —41,0309 5,349
=

—0,2115 0,0166 —0,1830 0,0010  5,3500  5,3499  —41,0309
33,2119 1,0216 —3,5370 —0,0313 —2,4151 —24151 —2,4151

Referente ao Capitulo 7 (Implementagao Discreta), na Seg¢ao 7.4 (Resultados

Experimentais com um Motor de Corrente Continua):

e CB.1:
K, = |-0,7683 0,0982|
e CB.2:
K, = [-9,4762 2,5131]
e CRS.1:
K, = [~1,0809 0,0975 0,0484 0,0184]
e CRS.2:
K, = |-1,5766 0,0964 0,0507 0,0096 0,0796 —0,0043]
e CRST.1:
K, =[-2,0027 0,1231 0,0990 0,0524]
e CRST.2:
K, = [-2,9903 0,1271 0,0927 0,0369 0,1471 0,0008|
e CRP:
K, =|-1,7285 1,1188|
e CRPT:

K, = |-3,3596 1,2787|
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